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1 DAS MODELL

0 Einleitung

Im Rahmen dieses Seminarvortrags, welcher hauptséchlich auf [2] basiert, wollen
wir uns mit der folgenden Situation beschaftigen:

Einer Gruppe von N Personen wird eine Frage mit bindrer Wahlmoglichkeit
gestellt. Beispielsweise mochten wir wissen, ob eine Person raucht. Hierzu auflern
sich die Individuen dann immer wieder nacheinander unter Kenntnis aller anderen
Entscheidungen mit +1 (Nichtraucher), oder mit —1 (Raucher). Wir gehen also
davon aus, dass man sich immer wieder neu entscheidet, ob man raucht oder nicht.
Unser heutiges Ziel ist es, die Entwicklung des Meinungsbildes in dieser Gruppe
zu modellieren. Forschungsarbeiten lassen vermuten, dass Individuen sich bei ihrer
Entscheidung durch die Meinung anderer beeinflussen lassen und sich tendentiell
der Meinung von ihnen dhnlichen Individuen anschliefen. Daher wollen wir die
Aspekte

o Heterogenitit der individuellen Préferenzen und
o soziale Interaktion

bei unserer Modellierung besonders berticksichtigen.

Zunachst wollen wir das Modell zur Untersuchung der Meinungsentwicklung
herleiten. Dabei werden wir feststellen, dass das resultierende Modell genau das
Hopfield-Modell ist. Im zweiten Kapitel werden wir die Langzeitverteilung des
Meinungsbildes in einer Population der Gréfle N angeben. Anschliefend werden
wir beschreiben, wie sich eine sehr grofie Population langfristig und unter Einfluss
von verschiedenen Werten fiir den Gruppendruck [ verhalt. Im letzten Kapitel
wollen wir unser Modell erweitern, indem wir mit einbringen, ob ein Individuum
mit einem anderen kommunizieren kann oder nicht.

1 Das Modell

Wir stellen N Individuen eine Frage mit bindrer Wahlmoglichkeit, wobei s; € {41, —1}
die Entscheidung des i-ten Individuums darstellt und s = (s;);1<;<n das zuféllige
Meinungsbild der Bevolkerung. Jeder Befragte misst dabei den Einfluss aller
Meinungen auf die eigene Entscheidung durch eine individuelle Funktion

1 N
hi(s) =~ S Jis sy
(8) N i 5J 8]

Hierbei beschreiben die Gewichte J; ; € R den Einfluss der Meinung s; des j-ten
Individuums auf die Neuentscheidung des i-ten Individuums.

Beispiel 1.1.
Wenn jedes Individuum jeden Befragten im gleichen Mafle beeinflusst, so wie in
Abbildung 1.1, dann haben die Gewichte die Form

Ji,j =J, Vi,j, J€R.
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1 DAS MODELL

Abbildung 1.1: Illustration des Finflusses zwischen den Individuen 1 bis 4 unter
der Annahme J; ; = J. Die Dicke der Verbindungslinien symbolisiert
die Stdrke des Finflusses.

Studien zeigen allerdings, dass dieser Ansatz nicht besonders realistisch ist. Die
Befragten schliefsen sich eher den Meinungen von ihnen dhnlichen Individuen, das
heifit Individuen mit dhnlichen Charakteristika, an.

Abbildung 1.2: Illustration des Finflusses zwischen den Individuen 1 bis 4 in einem
realitdtsnaheren Modell. Die Dicke der Verbindungslinien symbolisiert
wieder die Stdrke des Finflusses.

Wir wollen jedes unserer N Individuen mit jeweils M zufélligen Ausprigungen
von Charakteristika ausstatten. Dazu wird das i-te Individuum fir ¢ = 1,.., N
durch den Vektor

Si = (5@17 7§1M) = (S#)lﬁltSM

beschrieben. Wir nehmen an, dass jedes Charakteristikum nur zwei Werte
¢l € {+1,—1} annehmen kann, jeweils mit einer relativen Haufigkeit von 1/2.
Dies fiihrt dann zu

E[&] =0,




1 DAS MODELL

das bedeutet, dass es keine Dominanz einzelner Auspragungen von Eigenschaften
in der Bevolkerung gibt. Auflerdem wollen wir die Eigenschaften so wahlen,
dass die (£!');,, unabhéngig voneinander sind. Das heifit, dass wir zum Beispiel
nicht gleichzeitig die Eigenschaften ,,Gesundheitszustand” und ,,Alter” in das
Modell einbauen konnen, da diese korreliert sind. Weiter ist es sicherlich sinnvoll
Eigenschaften zu wéahlen, die im Bezug zur Frage stehen. Denkbare Charakteristika
fiir unsere Frage nach dem Rauchen sind beispielsweise das Alter, das Geschlecht
und die Religionszugehorigkeit.

1.1 Die Befragung der Individuen

Mit o;(n) bezeichnen wir die Entscheidung des i-ten Individuums zum Zeitpunkt
n € N und mit o(n) = (Ui(n))1<‘<N das Meinungsbild der Population zur Zeit n.
Die Befragung der Individuen erfolgt nun folgendermaflen:

1. Wir starten mit einem beliebigen Meinungsbild o(0) € {+1, =1} und teilen
dies allen Individuen mit.

2. Das erste Individuum tberdenkt seine Entscheidung auf Grundlage des
aktuellen Meinungsbildes ¢(0) und teilt die neue Entscheidung allen mit.

3. Auf Grundlage dieses neuen Meinungsbildes o (1) iberdenkt dann das néchste
Individuum seine Entscheidung usw.

Zur Zeit n — 1 iberdenkt also genau ein Individuum &; seine Entscheidung unter
Beriticksichtigung des aktuellen Meinungsbildes o(n — 1). So entsteht das neue
Meinungsbild o(n), welches sich von o(n — 1) hochstens in der i-ten Koordinate
unterscheidet.

1.2 Wie die Individuen ihre Entscheidung iiberdenken

Wie zu Beginn von Kapitel 1 schon angedeutet, wird jedes Individuum bei seiner
Neuentscheidung durch eine Gesamtmeinung der Form
1 N
hi(s) = - > Jigs
i=Lj#i

mit individuellen Gewichten J;; beeinflusst. Die Gewichte sollten so gewahlt
werden, dass Folgendes gilt: Je mehr Charakteristika zweier Individuen &; und
§; Ubereinstimmen, desto stérker sind ihre Entscheidungen positiv korreliert. Je
weniger Charakteristika tibereinstimmen, desto starker sind die Entscheidungen
negativ korreliert. Wir wahlen die Gewichte wie folgt:

M
Jz',j = Zéf ) éf - <£l7§J>
p=1

Diese Herangehensweise an die Modellierung der Meinungsentwicklung wird uns
schliellich zum Hopfield-Modell fiihren. Das Hopfield-Modell ist ein Modell zur
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2 DAS MEINUNGSBILD AUF LANGE SICHT - BESTIMMUNG DES
GLEICHGEWICHTSMABES

Untersuchung amorpher Systeme und wurde vor allem durch seine Anwendung auf
neuronale Netze!, siehe [1], populér. In einem amorphen Stoff* leben die Atome
nicht auf einem festen Gitter, sondern bilden ein unregelmafliges Muster. Dieses
unregelmaflige Muster entspricht in unserem Modell der unterschiedlich starken
Beeinflussung zwischen den einzelnen Individuen.

Definition 1.2 (Ubergangswahrscheinlichkeit).
Ist nun zum Zeitpunkt n — 1 das i-te Individuum an der Reihe, seine Meinung zu
tiberdenken, so tut es dies gemafl der Verteilung

L - exp (6 - h <a(n — 1)))
P(Uz(”) - +1) - exp (ﬁ : hi(a(n — 1))) + exp ( —-p- hi(a(n — 1))) ’

. exp(—ﬁ-hi(a(n—l)D |
exp (8 i(otn = 1)) +exp (=5 hu(on - 1))

Hierbei beschreibt der Parameter 5 € R, 3 > 0 die Stdarke des Gruppendrucks, also
wie stark sich das i-te Individuum dazu gezwungen fihlt, sich der Gesamtmeinung
h; anzuschlieflen.

P(oi(n) = — (1.1)

e Fiir B — 0, also keinem vorhandenen Gruppendruck, entscheiden sich die
Individuen rein zufdllig, das heifst

P(Ji(n) = —i—l) = ;: P(Ji(n) = —1).

e Unter sehr groffem Gruppendruck, also  — oo, schliefien sich die Individuen
grundsdtzlich der Gesamtmeinung® an:

P(ai(n) = sgn(hi(a(n - 1)))) =1.

2 Das Meinungsbild auf lange Sicht — Bestim-
mung des Gleichgewichtsmafles

Wir haben nun eine Folge (a(n)) oy Vo Zufallsvariablen, welche sich gemé8l der

in (1.1) beschrieben Dynamik verhélt, mit zugehorigem endlichen Zustandsraum
S = {+1,—1}". In diesem Kapitel interessieren wir uns fiir die Verteilung des
Meinungsbildes o(n) zum Zeitpunkt n fiir n — oo, also fiir das Langzeitverhalten
des Meinungsbildes in einer Bevélkerung.

Werdffentlicht in 1982
27.B. Glas

3Fiir den Fall sgn(0) werden wir immer eine faire Miinze werfen.
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2 DAS MEINUNGSBILD AUF LANGE SICHT - BESTIMMUNG DES
GLEICHGEWICHTSMABES

Bemerkung 2.1.

Wenn wir die Charakteristika der Individuen fiz lassen, sprich fir feste Realisie-
rungen der (€!'); ., dann ist (0(n))nen eine inhomogene Markov-Kette, denn dann
ist ausschlieflich o(n — 1) entscheidend fir o(n).

Die zugehorige Ubergangmatrix zum Zeitpunkt n hat dann folgende Gestalt:

Q= (@u(r:9)), = (Plotm) =5 | ol — 1) = 7))

”',SES T’,SES

@, hat in jeder Spalte und Zeile genau zwei Eintrage, die nicht Null sind, da ja
zu jedem Zeitpunkt nur ein Individuum, namlich das, welches an der Reihe ist,
seine Meinung édndern kann. Fiir den Fall, dass das i-te Individuum an der Reihe
ist, gilt dann

exp (si -3 hi(r)>
Qn(r,s) = exp (ﬁ . hi(r)) + exp ( - G- hz(r))

0 sonst

falls rj =s; V 5 #1 @)

Die Markov-Kette ist irreduzibel?, da jedes Individuum seine Meinung mit positiver
Wahrscheinlichkeit dndert. Des Weiteren ist sie aperiodisch®, da jedes Individuum
seine Meinung mit positiver Wahrscheinlichkeit nicht andern wird.

Wir mochten gleich folgenden Satz anwenden:

Satz 2.2 (Ergodensatz).

Sei (X,)nen eine homogene Markov-Kette auf einem endlichen Zustandsraum S
mit Ubergangsmatriz Q. Falls die Markov-Kette irreduzibel und aperiodisch ist, so
existiert eine eindeutige stationdre Verteitlung p mit

peQ=p

und es gilt
lim P(X,,=s| Xo=7r)=u(s) Vrs € S.

n—oo

Wir nennen p dann das Gleichgewichtsmafl der Markov-Kette.

Um den Ergodensatz anwenden zu konnen, miissen wir unsere inhomogene Markov-
Kette in eine homogene tberfithren. Hierzu beobachten wir Meinungsbilder jetzt

nur noch am Ende eines vollsténdigen Entscheidungsdurchlaufes, d.h. Meinungs-
bilder der Form
o(n) mitn=n"-N, n € N.

Die Ubergangsmatrix vom Zeitpunkt (n’ — 1) N nach n’N hat dann die Gestalt
Qu—1)N+1 " Qur—)N+2 o  Quur—)n4n = Q1+ Q2 - ... - Qn =: Q.

Dh:VrseS Ean:IP’(a(no) =s]0(0) :7‘) >0
5D.h.:V$€S:ggT{n€N\]P’(a(n):s|J(O):s) >O}:1
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2 DAS MEINUNGSBILD AUF LANGE SICHT - BESTIMMUNG DES
GLEICHGEWICHTSMABES

Wir erhalten so eine homogene Markov-Kette, die nach wie vor irreduzibel und
aperiodisch ist. Durch den Ergodensatz wissen wir nun, dass eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung pp n auf dem Zustandsraum S existiert, sodass gilt

lim ]P’(o(n’N) =s]o(0)= 7") =ugn(s) Vs,r e S

n/—o00

tp, v wird eindeutig festgelegt durch die Gleichung

peN - Q = pp N

oder adquivalent
ug,N-Qi:,uﬁ,N V1SZ§N (22)

Wir wollen unser Gleichgewichtsmaf 115 4 nun explizit angeben.

Satz 2.3 (Das Gleichgewichtsmaf}).
Das Gibbsmays ©

ex - Hy(s
i w(s) = p (ZﬁN(m ( >) ,mit s €S, Zy(f) = Sze;qexp (6 : HN(S))

und "Hy(s) Z Zf“ © 88 =

z] 1p=1 ~—
(i=j)-Teil

M
2

||Mz

1
2

erfillt (2.2) bei festen Realisierungen der Charakteristika und ist somit das gesuchte
Gleichgewichtsmapf.

Beweis.
Wir gehen wieder davon aus, dass das i-te Individuum an der Reihe ist. Zunéchst
gilt

()

(1N Qi) (s ZMﬁN )Qi(r, s) Z ppn (7 r,s),
resS re{s,s}
wobei 5; = —s; und §5; = s; Vj # 7, d.h. diese Meinungsbilder unterscheiden

sich nur in der Meinung des i-ten Individuums.

(k%) hi(s) = hq(5).

(00 5) Iy(5) = hy(s) = o6 &) Vi A

5Dieses Maf entnehmen wir dem Hopfield-Modell.

"Hy ist die Energiefunktion aus dem Hopfield-Modell.




2 DAS MEINUNGSBILD AUF LANGE SICHT - BESTIMMUNG DES

GLEICHGEWICHTSMARBES

(x % *k) Hy(s)

= Hy(s) —2-s; - hi(s).

Beweis. (x x *x)(Wird im Seminarvortrag nicht vorgefiihrt)

B M o1 & _
Hy(3) = ?—Fiz i hi(5)
j=1
M 1 X _
= 7-1—5 Z sj - hi(s) + =+ (=si) - hi(5)
j=1,#i
(eund(oes) M1 N 1
= ?4— 5 ‘_; '3]' : (h ( ) <§1?€]> 1) 5 ( 31) ’ hl(s)
J=1j#i
M o1 X 1 1 &
= ?—f- 5 : ;Sj . hj(s) 2 TS5 z N _12 6175] Si
j= J=1,j#i
1
g (=si) - hals)

Insgesamt gilt also

(115 Qi) (3) .

cosh(z)=82te"

(**)uni(****)

pa.n(s) - Qils,s) + g n(5) - Qi(5,5)

1 exp (57; [ hi(s))

)

exp(ﬁ-h-( ))—I—exp(—ﬁ-hi(
exp(sl 8- hi(s))

i(5)) +exp (- ﬁ-h-())]

+ exp (B Hn(s )

s))

exp(

1 Jewp (s HN<s>+6 sivhi(s)) | exp (8- Hy(s) +6- 5 1i(5))
Zn(B) I 2 - cosh (ﬁ ) 2 - cosh (5 . hl(§)>

1 . [ exp (6 Hy(s)+ B s;-hi(s )) N exp (ﬁ -Hy(s)—p-s; hi(s)>
Zn(B) I 2 - cosh (B hi( ) 2 - cosh (B . hi(s))
exp (5 - Hy(s )) | exp (5 -8 hz(5)> N exp ( — B8 hi(s))

Zn(B) 2 - cosh (6 : hi(s)) 2 - cosh (5 hz(s))

fig.n (s) :




3  MODIFIKATION DES MODELLS: EINGESCHRANKTE KOMMUNIKATION

Bemerkung 2.4.
Fiir konstante Gewichte J;; = J erhdlt man das Curie- Weiss-Modell.

Wir haben herausgefunden, dass das Langzeitverhalten des Meinungsbildes geméafl
ppn verteilt ist. Daher interessieren wir uns nun fir Eigenschaften von pug n
fiir verschiedene Parameter 5 des Gruppendrucks und grofle Populationen, also
N — oo.

Man kann zeigen, dass sich die Individuen fiir verschiedene Werte des Gruppen-
drucks (8 unterschiedlich verhalten. Dies nennt man in der statistischen Mechanik
auch Phaseniibergang. Genauer:

(i) Bei geringem Gruppendruck 5 < 1 weicht das Verhalten der Individuen
nicht signifikant von einem rein zufélligen Verhalten ab. Ob ein Individuum
ein Charakteristikum besitzt oder nicht, hat keine erkennbare Auswirkung
auf seine Entscheidung.

(ii) Unter groem Gruppendruck hingegen, d.h. 5 > 1, wird aus den M Charak-

teristika zuféllig das p-te ausgewahlt. Nur dieses Charakteristikum besitzt
eine Korrelation mit der Entscheidung, die von Null abweicht. Es gilt dann
folgendes:
Die Individuen mit der p-ten Eigenschaft, also mit & = +1, entscheiden
sich eher fiir +1 und die Individuen ohne diese Eigenschaft ziehen die Ent-
scheidung —1 vor, oder umgekehrt. Die anderen Charakteristika haben keine
erkennbare Auswirkung auf die Entscheidung.

Der Beweis erfolgt wie der im Curie-Weiss-Modell, wobei man statt der Gesamt-
magnetisierung den Zusammenhang von den einzelnen Charakteristika und allen

N
Meinungen betrachtet. Dieser ist durch my(s) = (ﬁ Y §f3i)1< o gegeben.
i=1 <p<

3 Modifikation des Modells: Eingeschrankte Kom-
munikation

In der Realitat ist es so, dass nicht jedes Individuum Kenntnis von allen anderen
Meinungen hat. Es kennt nur die Entscheidungen derjenigen Individuen, mit denen
es kommunizieren kann. Diesen Aspekt wollen wir in das Modell integrieren und
somit die sehr restriktive Annahme, dass jedes Individuum alles weif3, fallen lassen.

Wir definieren die Zufallsvariable ¢, ;, fiir 4, j € {1,.., N} mit

P(e;; =1) =p=1—P(¢;; = 0). Hierbei bedeutet ¢; ; = 1, dass das i-te mit dem
j-ten Individuum kommunizieren kann und ¢, ; = 0, dass sie nicht kommunizieren
konnen. Des Weiteren fordern wir, dass die (;;);; unabhingig voneinander und
unabhéngig von den Charakteristika (£!'); , sind. In unserem Modell aus Kapitel
2, genauer Satz 2.3, wird dann die Energiefunktion Hy(s) durch die modifizierte




4 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Funktion®
HEomm(g) = . Sios; €l e ey
2Np 2= !
ersetzt. Man kann zeigen, dass fiir pN — oo auch in diesem modifizierten Modell
das Verhalten der Bevolkerung fiir fast alle Kommunikationsstrukturen, also
fiir fast alle Realisierungen von ¢; ;, dem am Ende von Kapitel 2 beschriebenen
entspricht.

4 Zusammenfassung und Ausblick

Zunachst haben wir ein Modell zur Untersuchung der Meinungsentwicklung her-
geleitet und dabei die beiden zu Beginn genannten Aspekte berticksichtigt. Die
soziale Interaktion fliefit iiber den Gruppendruck und die Moglichkeit der Kom-
munikation mit ein. Die Heterogenitat individueller Praferenzen wird durch die
Ausstattung der Individuen mit Eigenschaften und durch die Betrachtung der
individuellen Gesamtmeinung integriert. Wir stellten fest, dass das hergeleitete
Modell genau dem Hopfield-Modell entspricht. Im folgenden Kapitel haben wir
die Langzeitverteilung der Meinungsentwicklung angegeben und erwahnt, dass das
Langzeitverhalten der Individuen in sehr groflen Populationen bei geringem Grup-
pendruck nicht signifikant von einem rein zufalligen abweicht. Sind die Individuen
allerdings sehr hohem Gruppendruck ausgesetzt, so ist genau ein zufalliges Cha-
rakteristikum (positiv oder negativ) korreliert mit der Entscheidung. Im letzten
Kapitel haben wir kurz ein modifiziertes Modell vorgestellt, in dem der Aspekt
der eingeschrankten Kommunikation integriert ist.

Auflerdem ist zu erwdhnen, dass wir, vorausgesetzt unser Modell ist realitdtsnah,
den Parameter fiir den Gruppendruck schatzen kénnen, denn in der Realitét sind
alle anderen Parameter, inklusive der Entscheidungen, bekannt. Eine interessante
Situation ergibt sich, wenn man die Individuen nach der Auspriagung einer Cha-
rakteristik fragt. Man kann zeigen, dass, wenn M schnell genug mit N wachst,
es immer ,verwirrte” Individuen gibt, die entgegen ihrer eigentlichen Eigenschaft
antworten.

8Damit die Funktion H5™™ von derselben Grofenordnung wie Hy ist, teilen wir zusitzlich
durch p.
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SYMBOLVERZEICHNIS

Symbolverzeichnis

Symbol Bedeutung

n Zeitpunkt

N Anzahl der befragten Individuen (Po-
pulationsgrofe)

M Anzahl der Charakteristika

&= (&, ..., M) i-tes Individuum mit zugehorigen Ei-
genschaften

oi(n) Entscheidung des i-ten Individuums

s=(s1,..,5y) €S ={+1,-1}"

1 N
hi(s) = X Jij-s;

J=Lj#i

Zf“ & = (6, &)
£ >0

¢EPhi(o(n —1))
eBhilo(n —1)) 4 o—Phi(o(n —1))

P(oi(n) = +1) =

eSi . B . hl(T') . '
Qu(rs) = B +e_ﬁ o) falls rj =5, V j #1
0 sonst
_exp(BHn(s))
ppn(s) = T(ﬁ)
Zn(B) = X exp(BHy(s)
HN(S) = 2N@]Z:1u2 5 5 SzS]

81‘7]‘ =1 bzw. 81‘7]‘ =0

11

zum Zeitpunkt n
Meinungsbild zum Zeitpunkt n

Meinungsbild aus dem Zustandsraum
(=Menge aller moglichen Meinungs-

bilder)

Individuell gewichtete Gesamtmei-
nung des i-ten Individuums

Gewichte; Einfluss des j-ten Indivi-
duums auf das i-te

Gruppendruck

Ubergangswahrscheinlichkeit fiir die
Entscheidung des ¢-ten Individuums

Ubergangsmatrix

Gleichgewichtsmaf3
normierende Konstante
Energiefunktion

1-tes und j-tes Individuum kommu-
nizieren miteinander bzw. kommuni-
zieren nicht
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