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Lésung Ubungen

Aufgabe 33 (2+2 Punkte)

Es sei (X, F, u) ein o-endlicher Mafiraum und {Py : 6 € O} fiir © C R, eine einparametrige
Exponentialfamilie mit pu-Dichten der Form fp(x) = C(0) - eT@. Fiir 6, innerer Punkt
von O sei weiter ¢* ein gleichméfBig bester Test zum Niveau a € (0,1) fiir H : 6 < 6
gegen K : 6 > 6,.

a) Zeigen Sie, dass die Giitefunktion von ¢* auf ganz © streng isoton ist.

Losung: Seien 61,0, € © mit §; < 6, und 0 < B := Ey ¢* < 1. Eine analoge
Argumentation wie zu Beginn des Beweises von Satz 4.9 (ersetze dort 6y durch 6,
und bestimme k* mit [ anstelle von «) zeigt, dass ¢* die Form

con 1 o () > kfp (2)
? @—{ 0 fou(w) < kfy, ()

mit k := Hp, 9,(k*) € [0,00) hat. Nach dem Neyman-Pearson Lemma 4.5 ist ¢*
deshalb ein bester Test z.N. § fiir H = {0,} gegen K = {6}, und es folgt aus
Korollar 4.16 (5 innerer Punkt von @, = [0, 1])

Eo,* > 8 = Eg, 0"

also die Behauptung. m

Aufgabe 36 (Lemma 4.28 aus dem Skript)(5 Punkte)
Es seien (Pg)gceo eine einparametrige Exponentialfamilie und es sei § € ©°. Zu testen sei

H = {6y} gegen K ={0€0O:0+#0y}

zum Niveau o € (0, 1). Es sei die Verteilung von T unter u, 4, kein 2-Punkt-MaB, ¢* sei
ein Test wie in Satz 4.26 (i) a) und b). Dann gilt

Egp* > fiir alle 6 # 6.
Loésung: Es gilt schon aus den Beweis von Satz 4.26
Eop™ > Eop Vo € @, VO # b (*)

wobei @ der Menge des unverfélscht Tests ist. Sei ¢ € &%, mit der Definition gilt Egp > «
fir jeder 0 # 60y, so mit (*) gilt weiter

Eop* > « fiir jeder 6 # 6y.
Wir nehmen 6 # 6, an, mit Eyp* = a. Sei

A={p:Epp=0a and Ey¢T =aEyT}.



Wir haben im Beweis von Lemma 4.26 gesehen, dass

Egp™ = sup Egp.
pEA

Dann, fiir ¢, = a gilt

Yo €A und Eyp, =supEgp
p€eA

Andererseits (o, aEg,T') ist einer innerer Punkte von Q. Der Neyman-Pearson Lemma
sagt, dass es gibt konstanten kq, ks so das

1 if C0)eCOT@ < () (ky + koT ()T (@)
pulr) = { ©) (B0) (ks + kT (2))e ) 0

0 if C(0)eCOT@ < C(0y)(ky + koT(z))efT®)
Wir haben ¢, = a so weiter es gilt
ay + axT(x) = 7@
fiir geeignete gewéhlte ay,as,b # 0. Aber, fiir die Menge
L:={y:a+ay=e"}

gilt |L| < 2. Da
plx: T(x) ¢ L) =0

gilt noch, dass p? auf einen oder zwei Punkte ausgerichtet ist. B



