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1 Grundlagen

Nachdem in den vorherigen Vortragen ndher beleuchtet wurde, unter welchen Umsténden IFS
der Form X,, = F,,(X,,_1), n > 1, konvergieren, versuchen wir jetzt, die mégliche stationire
Verteilung explizit anzugeben. Ob das gelingt, hingt dabei in hohem Mafle von F' = (Fy, Fa,...)
ab. Wir betrachten dazu Zufallsfunktionen der Form F,,(z) =Y, - f(x) mit Y;, ~ A, fiir geeignete
W-Mafle A\, und ein noch n&her zu bestimmendes f, welches eng mit der Dichtefunktion der
stationédren Verteilung zusammenhéngt, wie sich spéter herausstellen wird.
Wir gehen dabei gewissenmaflen in umgekehrter Reihenfolge vor: Anstatt ein gegebenes IFS auf
seinen Grenzwert hin zu untersuchen, geben wir uns eine Verteilung 7 vor und konstruieren eine
durch ein IFS erzeugte Markovkette mit stationérer Verteilung .
Dabei benutzen wir unter anderem die Tatsache, dass die Vorwértsiteration, unabhéngig von der
Startverteilung, in Verteilung gegen den f.s. Limes der Riickwértsiteration konvergiert.

Die Verteilung von X ist also invariant unter der Anwendung von F'. Anders ausgedriickt ist
X Losung der stochastischen Fixpunktgleichung

XL F(x). (1)
Wir gehen also folgendermaflen vor:

1. Geeignete Konstruktion von F, so dass gegebenes X eine Losung von (1) ist.

2. Nachweisen der Konvergenz des zugehorigen IFS

2 Exponentialfamilien auf (0, 0o)

Definition 2.1 (Exponentialfamilie). Eine Familie (Fp)yco von W-Maflen heifit Exponentialfa-
milie mit Parameterraum O, wenn ein d € N sowie Abbildungen T; : X — R und @; : © — R,
0 < i < d, existieren, so dass fiir alle # € © und ein geeignetes Maf} v

@ = exp<ZQl ) 2

wobei L(0) die Laplace-Transformierte von T' = (T, ..., Ty) ist.
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Fiir unsere Zwecke beschrinken wir uns im Folgenden auf Exponentialfamilien auf (0, 00) mit
T(z) = (Inz,lnui(z),...,lnuy(z)).

Fiir diesen Fall erhélt man eine alternative Darstellung von (P) 4. - Betrachte dazu fiir 1 < j < d
Funktionen u; : (0,00) = (0,00) und ein W-Maf v auf (0, 00), so dass

L(6) = / xQo(e)ul(z)Ql(G) A ud(x)Qd(e)V(dx).
0

Dann gilt

dB) | 2 Ou )00y (a)2) )
dv N L(6) '

Beispiel 2.2 (Beta-Verteilungen 1. und 2. Art). Seien p,q > 0 und B(p, q) = L+ Dann ist

()T (g)"
die Familie (8, 4) der Beta-Verteilungen 1. Art mit

p,q>0

Bp.q(dx) = P71 — x)q_l]l(o}l)(x)dx

B(p,q)
eine Exponentialfamilie vom obigen Typ mit d =1, Qo(6) =p—1, @1(8) =¢—1, u1(z) =1—=z
und v(dz) = 1(g,1)(z)dz.

Ebenso ist die Familie (6;7(1)17 450 der Beta-Verteilungen 2. Art mit

B (dz) = PN (14 2) 7P (g 0y (z)da

B(p,q)

eine Exponentialfamilie vom diesem Typ mit d =1, Qo(8) =p—1, @1(8) = —p—q, u1(z) = 1+z
und v(dr) = 19 o) (x)dz.

Definiere die Funktion f, auf (0,00) durch
falx) i=xug () - ug(z)™?
fiir ein @ € R4 und uy (z), .. ., ug(x) wie in (3).
Der folgende Satz sichert uns nun die Existenz einer Losung der SPFE (1):

Satz 2.3. Sei (Py)ycq eine Exponentialfamilie auf (0,00) der obigen Art, m € N und a € RA+1,
Gibt es 01,...,0, € O, 0,41 := 01 und Verteilungen \1,..., N\, auf (0,00) derart, dass fir
s € R in einer Umgebung von Null und 1 <57 <m

o L1 +si) L0,
Sd\i(y) = =2 : I i:=(1,0,...,0) € R!
[ v = Tar )

erfillt ist, und gilt
L(X1,Y1,...,.Y) =P, @M ® - @ A\py,
so hat

Xjv1=Yjfa(X;)
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fir 0 < j <m Verteilung Pp.

.11 - Insbesondere gilt also X1 ~ Py, .

Fiir den Beweis bedienen wir uns der folgenden Tatsache: Die Mellin-Transformierte
Mz(s) =FEZ° s> 0,

einer Zufallsgrofle Z entspricht gerade der momenterzeugenden Funktion von In Z, welche, falls
nicht nur in 0 definiert, die Verteilung von In Z und somit auch die von Z eindeutig festlegt.

Lemma 2.4. Fiir X ~ Py gilt

E(fa(X)) = L(e,j&)“)

Beweis.

E(f.(X)%) = /000 %% ()7 - ug () ¥ d Py ()

1 o0
=— / x4y () - ug(a) e (mQO(a)ul(x)Ql(e) Ce ud(a:)Qd(g)) dv(z)
L(0) Jo
L0+ sa)
- L)
O
Dieses Resultat kénnen wir nun benutzen, um Satz 2.3 zu beweisen:
Beweis. Induktion nach j.
Induktionsanfang:j = 0. Xy ~ Py, nach Voraussetzung.
Induktionsschritt:j — j + 1. Wegen der Unabhéngigkeit von X; und Y; folgt fiir alle s > 0
E(X71) = B((Y;fa(X;))*)
= E(Y}) - E(fa(X;)*)
L(0j 4 sa)  L(0j+1)  L(6;)
- L(0j+1 + Si)
L(0j+1)
O

Fiir m = 1 beispielsweise lédsst sich ein IFS also folgendermaflen konstruieren:
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Definiere F), : (0,00) — (0, 00) fiir n € N durch
Fn(‘r) = Ynfoz(w)a

wobei (Y,)n>1 iid und unabhéngig von X mit Y7 ~ A, welches die Voraussetzung erfiillt. Dann
ist Py stationédre Verteilung der Markovkette

Xn = Fn(Xn—l) = Ynfoz(Xn—l)7 XO ~ P9~

3 Anwendungen und Beispiele

Beispiel 3.1 (Beta-Verteilung 1. Art). Seien X, Y unabhéngig mit X ~ Py = (3, 4, und
Y ~ X =3, 4. Betrachte die Funktion

F(z)=Y(1 - x).
Dann gilt £(F (X)) = £(X).
Beweis. In diesem Beispiel gilt also

fa(z) =1 -2 =u(2)

mit a = (0,1).
Diese Werte erfiillen die Voraussetzungen von Satz 2.3, denn es gilt
B
gys _ B +s.9)
B(p,q)

L(p+s)L'(p+q)
L(p)L(p+q+s)

L(p+s)T(p+q)T(2p+q+s)
Pl +q+s)(2p+q+s)

B(p+s,p+q) L(6+si) L(9)

B(p,p+q+s) LO+sa) L6

Somit erfiillen X und Y die SPFE Y (1 — X) Lx.

Zu untersuchen bleibt jetzt nur noch, ob die Riickwartsiteration Z, (z) = Fi.,(z) konvergiert.
Tatséchlich erfiillt unser IFS

Elog L(Fy) = Flog |- Y| <0,
——

€(0,1) f.s.

ist also im Mittel kontraktiv.
AuBlerdem gilt

Elogtd(z, Fi(z)) = Elog™ |z — Y(1 — )| = 0 < oo,
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ebenfalls wegen z, Y € (0,1) f.s.. Also existiert auch der Limes der Vorwirtsiteration und hat
nach StoReklI die gleiche Verteilung wie Z := limy, oo Z,. O

Als Anwendung im Fall m > 1 in Satz 2.3, kann man, beispielsweise fiir m = 2, Verkettungen
der Form

F(z) =Y fo(Y' fa(z))

betrachten, wobei Y, Y’ unabhingig mit Y’ ~ A1, Y ~ Ay und 61,65 € O so gewihlt sind, dass
sie die Voraussetzungen des Satzes erfiillen. Man erhélt damit, dass die zugehorige Markovkette
X, := F,(X,,—1) die stationire Verteilung Py, hat.

Beispiel 3.2. Seien X, Y, Y’ unabhiingig mit X ~ Py, =, ,, V' ~ A\ = und Y ~ Ay =

Betrachte die Funktion

*
» rp+q
p,r+q°

Flz)=Y14+Y'(1+2)=Y+YY' +YY'z.
Dann gilt £(F(X)) = £(X).
Beweis. In diesem Beispiel gilt also
fa(z) =142 =ui(x)

mit « = (0, 1).

Definiert man Py, := j3; , so erfiillen diese Werte die Voraussetzungen von Satz 2.3: Im ersten
Schritt folgert man X’ :=Y’(1 + X) ~ Py, und zeigt damit dann £ (Y(1 + X)) = £(X).

Auch hier ist das zugehorige IFS im Mittel kontraktiv und erfiillt die Sprungbedingung, konver-
giert insgesamt also fiir jede Startverteilung gegen die stationére Verteilung Py, . O

Durch dhnliches Vorgehen lésst sich iibrigens auch ein Analogon zu Satz 2.3 fiir Zufallsfunk-
tionen der Form

F(z) =Y + ga(a)

formulieren.

Dabei ist g, auch hier wieder eine Funktion, die mit den Dichten der betrachteten Exponenti-
alfamilie, diesmal in der allgemeinen Darstellung (2), zusammenhéngt. Man betrachtet Familien
mit

T(.I) = ('T7T1(I)7 v 7Td(z))
und definiert fiir ein o € R4
Jo () := apx + a1 Th(x) + - - + agTa(x).

Beispiel 3.3. Gegeben seien die Familien (4p.q,5)q>0 der verallgemeinerten inversen Gauf-
Verteilung mit Dichte

(dz) aP/2pp/? - < 1 ( b>> 1 (@)d (@)
L4 r)=———x " "exp|—=|ar+ — so)(&)dx,
P K,(Vab) PA2 T (0,00)
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sowie die der Gammaverteilung (7, x)p. x>0, gegeben durch

P!

VoA = T ) e*I/)‘]l(Opo) (z)dz.

Erstere ist offensichtlich eine Exponentialfamilien mit der gewiinschten Eigenschaft.
Seien nun X, Y unabhéngig mit X ~ Py = pip e und Y ~ XA = v, 9/,. Betrachte dazu

1
F(x) ::Y+E'

Wegen T'(x) = (z,1/z) in (4) erhdlt man mit o = (0,1)

1
ga(x) = >
und X, Y erfiillen die notwendige Bedingung

sy _ L(0+ si)

E = —.
¢ L(0 + sa)

Daraus folgt £(Y +1/X) = £(X).
Im Gegensatz zu unseren vorherigen Beispielen ist F' hier keine Lipschitz-Funktion, trotzdem
existiert

1
lim Fi,(Xo) =Yi+ ———
e Yot v

fast sicher und die Vorwirtsiteration hat stationédre Verteilung Pp.
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