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Implizite Erneuerungstheorie auf Bäumen

Wir definieren heute 0β log 0 := limt→0 tβ log t = − limx→∞
x

eβx = 0 für alle β > 0.
Wie in der letzten Woche sind wir heute an der Gleichung

R d
=

N∑
j=1

C jR j + Q (1)

interessiert, wobei (diesmal) (Q,N,C1,C2, ...) ein Vektor aus nicht negativen Zufallsgrößen,

N ∈ N ∪ {∞} und
{
R j

}
j∈N

iid mit R1
d
= R, ist und i.A. Q, N und (C1,C2, ...) nicht stochas-

tisch unabhängig sind. Wie bei Johannes’ Vortrag angesprochen ist eine Anwendung
dieser Gleichung der Google Pagerankalgorithmus. Notationen (Ulam-Harris Notatio-
nen): Für V =

⋃
n∈NN

n seien
(
N′v,Q′v,C′v1,C

′

v2, ...
)

v∈V
iid Kopien von und unabhängig

von (N,Q,C1,C2, ...) und weiter T1 := {1, ...,N∅}, Tk :=
{
vj | v ∈ Tk−1, 1 ≤ j ≤ Nv

}
, k ≥ 2,

Πv := Πk
l=1C′v1...vl

für v = v1...vk ∈ Tk.
Analog zu der von Johannes hergeleiteten Lösung kann man auch in diesem Fall eine

Lösung von der Gleichung (1) konstruieren:
Sei W0 := Q′

∅

Wn :=
∑
v∈Tn

Q′vΠv und R :=
∞∑

n=0

Wn. (2)

Für die Wn haben wir die Zerlegung

Wn =

N′
∅∑

j=1

C′jW(n−1), j,

wobei
{
Wk, j

}
j∈N

iid Kopien von Wk sind, k ≥ 0, ebenfalls unabhängig von (N,Q,C1,C2, ...).

Wir wollen heute die Tails P (R > t) der Lösung R untersuchen. Wir werden Bedin-
gungen angeben, unter denen

lim
t→∞

tαP (R > t) = H

für ein α > 0 gilt. Zentral hierbei werden die folgenden drei Bedingungen sein:

E

 N∑
j=1

Cαj

 = 1 (IRT-1)

0 < µα := E

 N∑
j=1

Cαj log C j

 < ∞ (IRT-2)

∃i ≥ 0 : P (N ≥ i,Ci > 0) > 0 und P
(
log Ci ∈ du,Ci > 0,N ≥ i

)
nichtarithmetisch. (IRT-3)

Wir werden sehen, dass wir mit (5) und (6) noch ein bisschen mehr gebrauchen, als die
obigen Bedingungen (vlg. dazu auch die Lemmata 4, 5 und 6).

Die Agenda für den heutigen Vortrag ist die folgende:
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1. Ein Implizites Erneuerungstheorem mit Verzweigung angeben

2. Das IRT auf eine explizite Lösung der Gleichung (1) anwenden (mit Beweis)

Zuerst zu einem Impliziten Erneuerungstheorem mit Verzweigung:

Satz 1 (Implizites Erneuerungstheorem mit Verzweigung). Sei (N,C1,C2, ...) ein Vektor
aus nicht negativen Zufallsgrößen, N ∈N∪ {∞} und α > 0. Es gelten die Bedingungen (IRT-1),

(IRT-2), (IRT-3) sowieE
[∑N

j=1 Cγj

]
< ∞ für ein γ ∈ [0, α) . Sei X von (N,C1,C2, ...) unabhängige

Zufallsgröße mit E
[
Xβ

]
< ∞ für alle β ∈ [0, α) . Wenn

∫
∞

0

∣∣∣∣∣∣∣∣P (X > t) − E

 N∑
j=1

1
{C jX>t}


∣∣∣∣∣∣∣∣ tα−1dt < ∞ (3)

gilt, dann folgt

lim
t→∞

tαP (X > t) = H,

wobei

H :=
1
µα

∫
∞

0

P (X > t) − E

 N∑
j=1

1
{C jX>t}


 tα−1dt

Wie wir schon bei Goldies Impizitem Erneuerungstheorem gesehen haben, ist dies
nur interessant, falls

EXα = ∞

gilt, da sonst H = 0.
Im Beweis vom IRT mit N ≡ 1 (Hier nur der Fall C ≥ 0), d.h. ohne Verzweigung, führt

man die Maßtransformation

Plog C (dt)→ eαtPlog C (dt)

durch und es folgt, dass für Gα (t) := eαtP
(
X > et

)
, ∆α (t) := eαt

(
P

(
X > et

)
− P

(
XC > et

))
schon

Gα = ∆α ∗Uα

gilt mit Uα (dt) :=
∑

n≥0 eαt
(
Plog C

)(∗n)
(dt) das zu eαtPlog C (dt) gehörige Erneuerungsmaß

bezeichnet. Was ist in unserem verzweigendem Fall das Äquivalent zu eαtPlog C (dt), ∆α
undUα? Aufschluss gibt das folgende Lemma.

Lemma 2. Sei TC ein gewichteter Baum, definiert durch (N,C1,C2, ...), wobei N ∈N∪ {∞} und
C j ≥ 0 für alle j ≥ 1. Für jedes k ∈N, v1...vk = v ∈ Tk sei Vv := log Πv = log

(
Πk

l=1C′v1...vl

)
. Für

α > 0 definieren wir das Maß (für a ∈ R ist δa hier das Diracmaß in a)

νk (dt) := eαtE

∑
v∈Tk

δVv (dt)

 , d.h. für B ∈ B: νk (B) = E

∑
v∈Tk

eαVv1B (Vv)


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Setzen wir η := ν1 = E
[∑N

j=1 Cαj 1·
(
log C j

)]
und nehmen (IRT-1), (IRT-2) und (IRT-3) an, so ist

η ein W-Maß mit Erwartungswert∫
R

xη (dx) = µα = E

 N∑
j=1

Cαj log C j


und es gilt

νk = η(∗k).

In unserem Fall übernimmt η die Rolle von eαtPlog C (dt) und das zugehörige Erneue-
rungsmaß ν :=

∑
∞

k=1 νk die Rolle vonUα. Im Beweis vom IRT wird das KRT angewendet.
Dies ist auch in diesem Fall so und passt zur Formel von H und dem Erwartungswert µα
von η.

Definieren wir

ϕ
(
β
)

:= E

 N∑
j=1

eβ log C j

 ,

so ist ϕ im Fall N ≡ 1 die Analytische Transformierte der Verteilung von log C, und α ist
eine positive Zahl, bei der ϕ den Wert 1 annimmt. Wie sieht das im Fall N . 1 aus? Dort
ist

ϕ
(
α + β

)
= E

 N∑
j=1

eβ log C jeα log C j

 =

∫
eβxη (dx) (4)

die Analytische Transformierte von η an der Stelle β.
Nun kommen wir zum Hauptresultat dieses Vortrags. Dieses wendet das IRT (Satz

1) auf die konkrete (unter bestimmten Momentvoraussetzungen für ein β ∈ (0, α ∧ 1) in

Lβ eindeutigen, z.B. falls E
[∑N

j=1 Cβj

]
< 1, E

[
Qβ

]
< ∞) Lösung R von der Gleichung (1)

gegeben durch (2) an.

Satz 3. Sei (Q,N,C1,C2, ...) ein Vektor aus nicht negativen Zufallsgrößen, N ∈ N ∪ {∞},
P (Q > 0) > 0, α > 0 und R eine Lösung von (1) gegeben durch (2). Gelten (IRT-1), (IRT-2),
(IRT-3) sowie EQα < ∞ und

E

 N∑
j=1

C j

 < 1 und E


 N∑

j=1

C j


α < ∞, falls α > 1, (5)

E


 N∑

j=1

C
α

1+ε

j


1+ε < ∞ für ein ε > 0, falls α ∈ (0, 1] , (6)

so folgt

lim
t→∞

tαP (R > t) = H,
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wobei

H : =
1
µα

∫
∞

0

P (R > t) − E

 N∑
j=1

1
{C jR>t}


 tα−1dt

=
1
αµα

E


 N∑

j=1

C jR j + Q


α

−

N∑
j=1

(
C jR j

)α .

Die
{
R j

}
j∈N

sind eine iid Folge von Zufallsgrößen mit R1
d
= R.

Für den Beweis wollen wir Satz 1 anwenden. Der Nachweis der Voraussetzung

E

[∑N
j=1 Cγj

]
< ∞ für ein γ ∈ [0, α) ergibt sich direkt. Um die weiteren Voraussetzung

von Satz 1 zu erfüllen, benötigen wir folgende Lemmata, die hier ohne Beweis angegeben
werden.

Dieses Lemma stellt die Endlichkeit der β-Momente von R sicher, für β < α.

Lemma 4. Sei (Q,N,C1,C2, ...) ein Vektor aus nicht negativen Zufallsgrößen, N ∈N∪ {∞} und
EQβ < ∞ für ein β > 0. Weiter nehmen wir

E

 N∑
j=1

C j

 ∨ E
 N∑

j=1

Cβj

 < 1 und E


 N∑

j=1

C j


β < ∞ , falls β > 1,

E

 N∑
j=1

Cβj

 < 1 , falls β ∈ (0, 1] ,

an. Dann gilt für die Lösung R von (1) gegeben durch (2)

ERγ < ∞

für alle γ ∈
[
0, β

]
, insbesondere R < ∞ P − f .s.. Darüber hinaus gilt

∑n
k=1 Wk = RT

n
Lβ
→ R

(Konvergenz in Lβ-Norm), falls β > 1.

Sehr kurze Beweisidee. Mit der Zerlegung Wn
d
=

∑N
j=1 C jW(n−1), j weist man induktiv nach,

dass die EWβ
n durch

(
E

[∑N
j=1 C j

]
∨ E

[∑N
j=1 Cβj

])n
(Fall β > 1) bzw.

(
E

[∑N
j=1 Cβj

])n
(Fall

β ≤ 1) multipliziert mit einer Konstanten beschränkt sind. Dies einzusehen erfordert für
den Fall β > 1 mehr Arbeit, für β ≤ 1 ist es einfach und man nutzt die Anwendung der
Subadditivität sowie monotone Konvergenz: W0 = Q

E
[
Wβ

n

]
≤ E

 ∞∑
j=1

(
1
{N≥ j}

)β
Cβj W

β
(n−1), j

 =

∞∑
j=1

E

[
1
{N≥ j}C

β
j W

β
(n−1), j

]

=

∞∑
j=1

E

[
1
{N≥ j}C

β
j

]
E

[
W(n−1), j

]
= E

[
Wβ

n−1

]
E

 N∑
j=1

Cβj

 I.V.
= EQβ

E
 N∑

j=1

Cβj




n

.

Wiederrum mithilfe der Subadditivität (bzw. im Fall β > 1 Minkowskis Ungleichung
‖X + Y‖β ≤ ‖X‖β + ‖Y‖β) führt dies auf eine geometrische Reihe durch die ERβ beschränkt
ist. �
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Bei dem Nachweis der Bedingung (3) helfen die folgenden beiden Lemmata:

Lemma 5. Sei (N,C1,C2, ...) ein Vektor aus nicht negativen Zufallsgrößen, N ∈N∪ {∞}, α > 0
und

{
R j

}
j∈N

eine Folge von iid nichtnegativen Zufallsvariablen, die unabhängig von (N,C1,C2, ...)

sind und die gleiche Verteilung wie R besitzen. Sind nun
∑N

j=1

(
C jR j

)α
< ∞ P − f .s., ERβ < ∞

für alle β ∈ (0, α) und E
[(∑N

j=1 C
α

1+ε

j

)1+ε
]
< ∞ für ein ε ∈ (0, 1), so gilt

0 ≤
∫
∞

0

E
 N∑

j=1

1
{C jR j>t}

 − P
(

max
1≤ j≤N

C jR j > t
) tα−1dt

=
1
α
E

 N∑
j=1

(
C jR j

)α
−

(
max
1≤ j≤N

C jR j

)α < ∞
Sehr kurze Beweisidee. Das ”≤” ist durch P

(
max1≤ j≤N C jR j > t

)
= E

[
1
{max1≤ j≤N C jR j>t}

]
klar,

das ”=” folgt analog zur Herleitung einer der wichtigsten Formeln in WT I (
∫
∞

0 P (X > t) tα−1dt =
E [Xα]) - siehe hierzu auch Ende des Beweises von Satz 3. Der Beweis für die Endlich-
keitsaussage ist sehr technisch, man bedingt unter (N,C1,C2, ...). �

Lemma 6. Sei (Q,N,C1,C2, ...) ein Vektor aus nicht negativen Zufallsgrößen, N ∈ N ∪ {∞},
α > 1 und

{
R j

}
j∈N

eine Folge von iid nichtnegativen Zufallsvariablen, die unabhängig von

(Q,N,C1,C2, ...) sind und die gleiche Verteilung wie R besitzen. Gilt E
[(∑N

j=1 C j

)α]
< ∞,

E [Qα] < ∞ und ERβ < ∞ für alle β ∈ (0, α), so folgt

E


 N∑

j=1

C jR j + Q


α

−

N∑
j=1

(
C jR j

)α < ∞
Nun haben wir alle Hilfsmittel gesammelt, um den Satz 3 zu beweisen.

Beweis von Satz 3. Wir werden wie zuvor immer wieder die Fälle α > 1 und α ≤ 1 unter-
scheiden, da in diesen Fällen die unterschiedlichen Eigenschaften vorliegen: n∑

j=1

x j


α

≥

n∑
j=1

xαj , falls α > 1, und

 n∑
j=1

x j


α

≤

n∑
j=1

xαj , falls α ≤ 1, (7)

falls x j ∈ [0,∞) , j ∈N, und n ∈N ∪ {∞}.
Wir wollen, wie schon erwähnt, das IRT (Satz 1) anwenden. Dafür müssen wir nun

E

[∑N
j=1 Cγj

]
< ∞ für ein γ ∈ [0, α) , ERβ < ∞ für alle β ∈ (0, α) und (3) nachweisen.

Um Ersteres zu sehen benutzen wir die Jensensche Ungleichung: Falls α > 1 vorliegt,

gilt für alle γ ∈ [1, α) schon ϕ
(
γ
)

= E
[∑N

j=1 Cγj

]
< ∞, da ϕ (· + α) die Analytische Trans-

formierte von η ist und mit (IRT-1) und E
[∑N

j=1 C j

]
< ∞ schon ϕ (1) und ϕ (α) definiert
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sind, also auch ϕ
(
γ
)

(Konvexität des Definitionsbereichs). Falls α ∈ (0, 1] , sei γ ∈
(
α

1+ε , α
)

beliebig, d.h. γ = α 1+tε
1+ε für ein t ∈ (0, 1) gilt,

E

 N∑
j=1

Cγj

 ≤ E

 N∑

j=1

C
α

1+ε

j


1+tε ≤

E

 N∑

j=1

C
α

1+ε

j


1+ε


1+tε

< ∞.

Also ist E
[∑N

j=1 Cγj

]
< ∞ für ein γ ∈ [0, α) gezeigt.

Um ERβ < ∞ für alle β ∈ (0, α) zu zeigen, wollen wir Lemma 4 benutzen: Für α > 1
und ein beliebiges β ∈ (1, α) sind die Bedingungen von Lemma 4 erfüllt, da E

[∑N
j=1 C j

]
∨

E

[∑N
j=1 Cβj

]
< 1 (Konvexität von ϕ, ϕ zumindest auf [1, α] definiert). Ist α ∈ (0, 1] , so

sind die Voraussetzungen von Lemma 4 für β < α nahe an α ebenfalls erfüllt, da ϕ auf[
α

1+ε , α
]

definiert und auf
(
α

1+ε , α
)

differenzierbar ist (ϕ (· + α) Analytische Transformierte)

mit limβ↗α ϕ′
(
β
)

= E

[∑N
j=1 Cαj log C j

]
> 0. Somit gilt für β < α nahe an α schon ϕ

(
β
)
<

ϕ (α) = 1.
Mit Lemma 4 folgt, dass

ERβ < ∞

für alle β ∈ (0, α).
Also ist für die Anwendung vom IRT (Satz 1) nur noch (3) zu zeigen - und dies nimmt

mitunter mehr Zeit in Anspruch.
Wir schreiben dafür

R∗ :=
N∑

j=1

C jR j + Q.

Also gilt insbesondere R d
= R∗. Betrachten wir nun den Integranden von (3) ohne das tα−1

so ergibt sich für t > 0∣∣∣∣∣∣∣∣P (R > t) − E

 N∑
j=1

1
{C jR>t}


∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣P (R > t) − E

 N∑
j=1

1
{C jR j>t}


∣∣∣∣∣∣∣∣ (8)

≤

∣∣∣∣∣∣P (R∗ > t) − P
(

max
1≤ j≤N

C jR j > t
)∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣∣P
(

max
1≤ j≤N

C jR j > t
)
− E

 N∑
j=1

1
{C jR j>t}


∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(
P (R∗ > t) − P

(
max
1≤ j≤N

C jR j > t
))

+

E
 N∑

j=1

1
{C jR j>t}

 − P
(

max
1≤ j≤N

C jR j > t
) (9)

(8) ergibt sich durch Bedingen unter (N,C1,C2, ...). Für den zweiten Summand in (9) ist
das zugehörige Integral nichtnegativ und endlich aufgrund von Lemma 5. Die Vorausset-

zungen von Lemma 5 sind in diesem Fall erfüllt, da
∑
∞

j=1

(
1
{N≥ j}C jR j

)β
< ∞P− f .s. für ein
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β ∈ (0, α) impliziert, dass
∑
∞

j=1

(
1
{N≥ j}C jR j

)α
< ∞ P − f .s., und für α > 1 und ε ∈ (0, α − 1)

mit (7) gilt

E


 N∑

j=1

C
α

1+ε

j


1+ε ≤ E


 N∑

j=1

C j


α < ∞

Also ist noch die Endlichkeit des zum ersten Summanden in (9) gehörenden Integrals
zu zeigen. Durch Tonelli und 1{R∗>t} − 1{max1≤ j≤N C jR j>t} ≥ 0 für alle t > 0 gilt (siehe

Übungsaufgabe in Stochastische Rekursionsgleichungen - Beweis analog zum Beweis
einer der wichtigsten Formeln aus WT I, siehe auch Ende dieses Beweises)∫

∞

0

(
P (R∗ > t) − P

(
max
1≤ j≤N

C jR j > t
))

tα−1dt =
1
α
E

[
(R∗)α −

(
max
1≤ j≤N

C jR j

)α]
. (10)

Für α ∈ (0, 1] gilt mit (7)

E

[
(R∗)α −

(
max
1≤ j≤N

C jR j

)α]
≤ EQα + E

 N∑
j=1

(
C jR j

)α
−

(
max
1≤ j≤N

C jR j

)α Lemma 5
< ∞.

Fürα > 1 sind die Voraussetzungen von Lemma 6 erfüllt und es folgt mit den Lemmata
5 und 6

E

[
(R∗)α −

(
max
1≤ j≤N

C jR j

)α]
≤ E

(R∗)α − N∑
j=1

(
C jR j

)α + E

 N∑
j=1

(
C jR j

)α
−

(
max
1≤ j≤N

C jR j

)α < ∞.

Damit sind alle Voraussetzungen vom IRT (Satz 1) gezeigt und deshalb erhalten wir

lim
t→∞

tαP (R > t) = H.

Der zweite Ausdruck für H wird wie folgt bewiesen (Beweis ähnlich zum Beweis einer
der wichtigsten Formeln in der WT I)∫

∞

0

P (R∗ > t) − E

 N∑
j=1

1
{C jR j>t}


 tα−1dt

=

∫
∞

0

E
1{∑N

j=1 C jR j+Q>t
} − N∑

j=1

1
{C jR j>t}


 tα−1dt

= E


∫
∞

0

1{∑N
j=1 C jR j+Q>t

} − N∑
j=1

1
{C jR j>t}

 tα−1dt

 (11)

=

∫
Ω

∫ ∑N(ω)
j=1 C j(ω)R j(ω)+Q(ω)

0
tα−1dt −

N∑
j=1

∫ C j(ω)R j(ω)

0
tα−1dtP (dω) (12)

=
1
α
E


 N∑

j=1

C jR j + Q


α

−

N∑
j=1

(
C jR j

)α ,
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wobei die dritte Gleichheit (12) folgt, da die Integranden fast sicher integrierbar bzgl. t
sind (

∑N
j=1 C jR j + Q < ∞ P − f .s. wegen E

[
(R∗)β

]
< ∞ für ein β > 0), und die zweite

Gleichheit (11) mit Fubini und∣∣∣∣∣∣∣∣1{∑N
j=1 C jR j+Q>t

} − N∑
j=1

1
{C jR j>t}

∣∣∣∣∣∣∣∣ tα−1

analog zu (9)
≤

(
1{∑N

j=1 C jR j+Q>t
} − 1

{max1≤ j≤N C jR j>t}

)
tα−1 +

 N∑
j=1

1
{C jR>t} − 1{max1≤ j≤N C jR j>t}

 tα−1.

Der erste Summand ist aufgrund der vorher gezeigten Endlichkeit von (10) integrierbar
und der zweite wegen Lemma 5.

Dies schließt den Beweis von Satz 3 ab. �

Münster, 19. Dezember 2011
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