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1 Einfiihrung

In diesem Seminarvortrag wird als Hauptresultat gezeigt, dass

P, (|Sn —logan| > €) < 425 flir ein D > 0 und alle € > 0 gilt, wobei P,, die Gleich-
verteilung auf der Menge aller Baume mit n Knoten und S, (7) die Horton-
Strahler Zahl eines Baumes T sei.

Zunéchst sei an den Begriff eines Baumes erinnert:

Definition 1.1. 2<% :=[J, . {0,1}" ist der vollstéindige binére Baum.

Die Elemte von 2<No sind also von der Form

(40,41, -y in—1) mit i € {0,1}. Das einzige Element aus {0,1}" sei mit & be-
zeichnet.

Fiir t = (ig, 1,y in_1) € 2N und s = (jo, J1, - Jm_1) € 2<N0 gei t75 =
(805815 oy -1, J0, J1y -y Jm—1), (insbesondere gelte t~@ = @t =1t).
Auferdem soll s < t bedeuten, dass es ein u € 2<No gibt mit sTu =t und s < ¢t
soll heifsen, dass s < t und s # ¢ gilt.

Nun koénnen wir definieren, was ein Baum ist:

Definition 1.2. Eine endliche Teilmenge T von 2<No heifit Baum, falls fiir alle
t € T und s € 2<No mit s < ¢ folgt, dass s € T gilt. Die t € T heiken Knoten
von T.

Definition 1.3. Q = {T C 2<N|T ist Baum}

Definition 1.4. Sei T ein Baum und ¢ € 2<No,
Definiere T; := {s € 2<No|t"s € T}
und t77 = {t"s|s € T'}.

Definition 1.5. r: Q\ {0} — Q

0 falls T = {o}
r(T) =< r(T;) fallsi € Tund (1 —1) ¢ T (i € {0,1})
{0} U (0)"r(T()) U (1)~ r(T(yy) falls (0) € T und (1) € T

Definition 1.6. Die Abbildung S : Q) — Ny ordnet jedem Baum seine Horton-
Strahler-Zahl zu. Sie ist rekursiv definiert durch:

S@)=0

S(T)=S(r(T)) + 1.

Also ist S(T') das minimale n, fiir das r°"(T") = 0} ist.

Mit Induktion nach der Anzahl der Knoten zeigt man leicht, dass man S(T')



rekursiv auch wie folgt definieren kann:
S@) =0
S(T) = maz{S(T(0)), S(T(1))} + 1s(T10))=5(T1))}-

Beispielsweise ist S(T) = 1 genau dann, wenn (7, <) linear ist. Das andere
Extrembeispiel ist T = U<, {0, 1}* mit S(T') = n. Man beachte, dass in diesem
Fall |T| = 2" — 1 gilt.

Allgemein gilt fiir alle T € : S(T) <log2(|T] + 1),

denn dies ist klar fiir |T'| € {0, 1} und fiir S(T(q)) # S(T(1)) und ansonsten gilt:
S(T) < S(Ty) +1 < l092(|T|T_1 +1)+1=log2(|T| + 1)

(denn min{|T(o)|, [T} < T52).

Vorarbeiten

In diesem Abschnitt wird der die Funktion r, die ja geméf S(T) = S(r(T)) + 1
mit S zusammenhéngt, weiter untersucht. Dazu wird die Funktion [ eingefiihrt,
die jedem Baum die Anzahl seiner Blatter zuordnet. Fiir [ gilt ndmlich

|r(T)| = I(T) — 1 und eine genauere Analyse von [ ist der letzlich der Schliissel
zum Beweis des Hauptresultats.

Definition 1.7. Sei T’ ein Baum und ¢ € 2<No, Dann heifit ¢ externer Knoten
von T, falls t ¢ T und Vs < t s € T gilt.

Weiter sei E(T) := {t € 2<No|¢t ist externer Knoten von T'}

und e(T) = |E(T)|.

Bemerkung 1.8. Fiir alle T € Q gilt: e(T) = |T| + 1.

Beweis. T = () ist offensichtlich.
Ansonsten gilt nach Induktion nach der Anzahl der Knoten:
e(T) = e(T(y) + e(Ty) = [Tyl + Ty +2 = |T| + 1. O

Definition 1.9. Sei T ein Baum und ¢ € 2<No, Dann heift ¢ Blatt von T’ genau
dann, wenn ¢ € T und ¢ (0),t (1) ¢ T gilt.
Sei L(T) := {t € 2<No|t ist ein Blatt von T} und I(T') = |L(T)|.

Bemerkung 1.10. Sei T € Q\ {#}. Dann gilt e(r(T)) = I(T)

Beweis. Der Beweis erfolgt wieder iber Induktion nach der Anzahl der Knoten.
Der Fall T = {@} ist klar.
Fiir alle anderen T' gilt: I(T) = I(T (o)) + I(T{1)) = e(r(T)). O

Bemerkung 1.11. Zusammengesetzt ergibt sich: |r(T)| = I(T) — 1.

Definition 1.12. Fiir n € Ny sei Q,, := {T € Q||T| = n} und P,, die Gleich-
verteilung auf 2,,. Ferner sei r,, die Einschrankung von r auf Q,,.

Lemma 1.13. FEs gilt P(r, = -||rn| = k) = Pi(")



Beweis. Es ist zu zeigen, dass jedes T' € Q) unter r, gleich viele Urbilder be-
sitzt.

Definiere dazu iy : Q — Qog41;

T— TUE(T),

sowie i : Q — Q;

T—TUE(T).

Dann gilt r o i, = idg, . Dies zeigt, dass jeder Baum 7" € €, genau ein r-Urbild
in 9(82y) besitzt.

Sei nun g : Q — Q

{0} falls T =0
B {0} falls T = {0}
q(T) = o) falls i € T und (1 —i) ¢ T

{0}U0g(Ty)Ul™q(Ty) fallsO€eT und 1 €T

Sei g, die Einschrankung von ¢ auf €2,,.

Gr ist fiir n > 0 also die Abbildung, die in einem Baum genau diejenigen Knoten
,weglasst”, die genau ein Kind besitzen.

Damit folgt, dass ¢(Q) = () gilt, sowie andererseits r, = r o g,. Wenn nun
Q € Q, ein r-Urbild zu T € Q ist, so gilt ¢(Q) = ix(T). Es reicht also zu
zeigen, dass jeder Baum iy (T) unter ¢ gleich viele Urbilder in Q,, besitzt. Dies
folgt aber daraus, dass jedes ¢-Urbild aus ix(7T) hervorgeht, indem iiber jeden
Knoten, der kein Blatt ist, eine lineare Folge von Knoten aufgesetzt wird und der
Baum dann wie er vorher war, fortgesettz wird (formaler: T'— ¢~ s Ty, wobei
s der linearen Folge entspricht und ¢ dem Knoten, der kein Blatt ist). Um dabei
ein Baum mit n Knoten zu erhalten, muss man n — 2k — 1 Knoten hinzufiigen
und hierfiir gibt es unabhéingig von 7 immer (",')2"~2*~! Méglichkeiten. [

Wegen der Beziehungen |r(T)| = I(T) — 1, {S(T) > 0} = {|7°¥(T)| > 0} und
S(T) = S(r(T)) + 1, macht es Sinn, sich nun zunéchst mit der Funktion ! zu
beschéftigen, bzw. mit ihrer Einschrankung auf €2,,, die mit [,, bezeichnet sei.

Definition 1.14. Q. :={T € Q,|I(T) = k};
gnk ‘= |an¢‘
Qw,z) = Y quewmzt.

n,k>0

Bemerkung 1.15. Es gilt fiir n > 1 und k € Np:

gnk = § Anik19noko
ni+ne=n—1,k1+ko=k

Beweis. Definiere + :  x @ — Q mit (7,5) — {@}U(0)"TU(1)"S
Dann gilt fiir n > 1:

an = U (inkl + ankg)

ni+ns=n—1,k1+ko=k

Da diese Vereinigung disjunkt ist, folgt die Behauptung. O



Bemerkung 1.16. Es gilt in einer offenen Umgebung von (0, 0):

—/1-4w(wz—w
Q(’LU,Z) _ 1 1—4w( +1)

2w

Beweis. Es gilt: qogo = 1, q10 =0, ¢1, = 0 fiir n > 1 und gg,, = 0 fiir n > 0.
Hieraus und aus obiger Bemerkung erhélt man:

2uwQ(w,z) —1)*

- Z Z Gty Grahy 02 =4 Z ™ 12F 41
kOt na = bk k>0

=1+ 4w? — 4w — 4w’z = 174w(wsz+1)

Q' (w,z) = Imyimdwlwzmwtl) o gilt diese Gleichung anstelle von Q(w, z) eben-

2w
so. Ferner ist Q" in einer Umgebung von (0,0) in der Form

Q' (w,z) = Z ¢y 2"

n,k>0

darstellbar, wobei man aus

1- 3 (3)(-DF(w(wz — w + 1))k

2w

Q/(’UJ, Z) =

abliest, dass ¢/, = qni fiir alle n <1 und k € Ny gilt.

Da die ¢, fir n > 1 aber auch obige Rekursionsgleichung erfiillen und diese
durch diese Informationen schon vollstdndig bestimmt sind, folgt ¢/,,, = ¢y fur
alle n, k € Np. O

Bemerkung 1.17. Es gilt fiir alle n € Ny:

E,(l,) = ;g;g, sowie

_ n(n+1)(n—1)(n—2)
Va/rn(ln) = W

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich aus der Beziehung

1= /1—dw(wz —w+ 1)
N 2w

Qw, 2)

So ist

E kan

k>0
Bnlln) = <~

k>0

und > gk ist der n-te Koeffizient in der Potenzreihenentwicklung von Q(w, 1) =
k>0

1=vi-dw m und 3 kgnp ist der n-te Koeffizient in der Potenzreihenentwicklung
k>0



von %—f(w, )= 7=~=
Also
—% 4 n—1
Bally) = 2 CV_ nnt D
2(n_§~_1)(_4)n 2(2n—1)
Analog ist
Z k(k - 1)an
k>0
Var,(l,) = ——=——+ E,(ln)(1 — E, (I,
(In) e (In)( (In))
k>0

und Y k(k — 1)gnk ist der n-te Koeflizient der Potenzreihenentwicklung von
k>0

azQ 3 _3

%(w7 1) =2w’(1 —4w)™2
also Y k(k — 1)gup = 2(—4)"3 (7:_%3).

£>0
> k(k=1)qnk
Setzt man dies in Var,(I,) = % + E,(ln)(1 — E,(l,)) ein und formt
k>0

um, erhélt man die Behauptung. O
Hauptresultat

Satz 1.18. FEs gilt fiir alle e > 0 und n € N:

1
P, (S, > [logan + €]) < e
Beuweis. Setze Ty, := r°%(T).
Dann gilt wegen Lemma 1.13 und 272(2?;11)) -1<7:

| JG+ D)
E|Tes1| = EAU(Tk) — Dlgz >0y = E(E(; — D|[Tk| = j) = EE;(l; = 1) = E(m —Dlgjs0y
| T
<E——
- 4
Induktiv folgt: E|T| < 4%
Wegen P, (|Ty| > 1) < E|Ty| und {S,, > k} = {|Tk| > 0} folgt fiir
k= [logan + €]):
Pu(S, > [l < 1
n( n > ’709471"_6}) <S m <S E
O



Satz 1.19. Es gibt ein C' > 0, so dass fiir alle e > 0
C
Pn(Sn S Llog4n - €J) S I

gilt.

Beweis. Mit Var(X|Y) = E(X?|Y) — (E(X|Y))? hat man:

Var|Tpa| = Var(E(| Tl Tk]) + E(Var(|Tega ]| Te]))

Wegen Bemerkung 1.17 und Lemma 1.13 gilt:

E(Var(|Tiia|||IT)) = E(E(|Thi1 Pl|Tk| = §) — E(/Tiia ||| Tk| = 5)%)
|Te|(| T | + 1)(| T | — 1)(|T| — 2)
2(2|Tx| = 3)(2[Ty| — 1)

1
= EVar(lj — 1)1{j>0} =F S §E|Tk|

Nun gilt fiir

1
X = Zl{lTkE{l,Qﬁ}} + 173}

dass FX <1 und andererseits:

T T,
o< M x < pgmam <

Hieraus folgt:

Var(E(|Tell|Te)) = E(E(Terall|Tkl)? = (B(E(| T ll|1T51))* <

T | 75| 1T |Tz<:\ o Tkl |Tk|

E(T)Q—(E(T—X))Q Var—==+2E—= EX — (EX)* < +2E—2

Insgesamt ergibt sich:
Var|Tii1| < cE|Tk| —|— Var\Tk| < —|— Var|Tk|

(mit ¢ = 2).
Induktiv ergibt sich

enl—47k2 4en

Var|T <
ar' }C+1‘—4k 17% _3,4]6

Wie im Beweis des vorherigen Satzes zeigt man mithilfe von 2"((2"“1)) > Z, dass

T,
E|Tps1| >E| el _

gilt, also

=

E|Tia] > 4k+1 3



Nun kommen wir zur Abschitzung:

PrL(Sn < k) = P7L(|Tk:| = O) = PrL(‘Tkl - E|Tk| = _E|Tk‘)
Var|Ty| 4en 1

(EITL)? = 3-4F (3 — 27

< Pu(||Tk| — E|Tk|| > E|Tk]) <

Fiir k = |logsn — ] erhélt man fiir z > 1 (woraus : 4° — 3 > 0 folgt):

4c 1 1
Po(Sn < [logan —a]) < 3= @1y <12
(da 4* — % 2 %4” gilt fir z > 1).
Also gllt
P, (S, < |logan —x]) < =
fir C = %, falls x > 1, aber die Behauptung gilt trivialerweise auch fir z < 1,
fiir jedes C' > 4. O

Die beiden vorangegangenen Satze liefern unmittelbar:

Satz 1.20. FEs gibt ein D > 0, so dass fir alle x > 0 gilt:
P,(|Sn — logan| > x) < g.

Korollar 1.21. Fir alle s > 0 gilt:
En|Sn - log4n|S = 0(1)

Beweis. Es gilt:

o oo

oo
E,|Sn — logan|® z/stsfan(|S —logan| > t) /8t57147t D(in4)® / st lemt
0 0 0
Ds(Ind)°T'(s) <
O
Korollar 1.22. Fir alle A < log4 gilt:
Ee)x\Sn,—log4n| < 00
Beweis. Es gilt:
EeMSn—logan] < Z AU P (k< |S, — logan| < k +1)
k=0
A A
A e, De
< De Z(Z) ==
k=0 1
fiir A < log4. O
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