Stabilitdt von Perpetuities

Fabian Buckmann

30. Marz 2012



In diesem Vortrag wird ein Resultat hergeleitet, das unter Annahme von Nebenbedingungen ein not-
wendiges und hinreichendes Kriterium herleitet, das die fast sicher Konvergenz von Random difference
equations charakterisiert und im Falle des Fehlschlagens die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit gegen
nach sich zieht.

Gegeben sei ein Paar (M,Q) reelwertiger ZV auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.4, P). Die durch
zuféllige Abbildungen der Form

YV (z) =Myz+0On, (M, 0n)n>1 unabhingige Kopien von (M,Q),
und bei gegebener weiterer unabhingigen Zufallsvariable Z; : Q — R definierte Sequenz (Z,),>0
Zn =MuZy-1+0n, n2>1,

hei3t Random difference equation. Definiere

1, n=0

[Ti=i M, n=1,2,--
Hn::{ k=l

Via Riickwdrts-Iteration (y; oy --- o y,) bei zufélligem Startwert Z, erhilt man

n
Zn(Zo) = Y Ty Ok + ZoT,.
k=1
Im Folgenden benutzen wir noch weitere Variablendefinitionen:

X:=—log|M|, X,:=-log|M,|, Y:=log|Q|, Y,:=log|Q,]

n
und S, := Y X = —log|I1,|
k=1

Setze X = +oo bzw. ¥ = —eo, falls M bzw. Q = 0. .

Theorem 1 Es gelte P(Q =0) < 1 und P(M = 0) = 0. Dann sind dquivalent:

logq o)
IT 0fs. P¥l(d oo 1
»—0fs. und /EX+Alogq (dg) <o, M
P(M|=1)<1 und sup[Il,_1Q,| << fs., @)
neN
Hn—lQn — Ofs'; (3)
Y M, 10, < oo fs., 4
n=1

i : >e =) .

;P(lgr;lgl:ll_l 1,0, > e ) < Vx>0 5)

Jede von diesen Aussagen impliziert

Zu(Z0) = Zeo := Y 11, 10y fs. (6)
n=1
und Z. ist absolut konvergent.
Angenommen,
P(Q+Mc=c)<1l VYceR 7
gilt und (1) gilt nicht, dann gilt
1Z,(20)| % o ®)



Bemerkung 1 In der VL haben wir gesehen, dass die fiir Vorwdrtsiteration Z,(Z) 2z, (2o) gilt, die Konver-
genzaussagen aus dem Theorem gelten in diesem Falle nur in Verteilung (Z,(Zo) = Yj_; Qi [T} 1 Mj+ZoT1,).
Die Zufallsvariable Z.. entspricht der probabilistschen Formulierung des akutariellen Begriffs der Perpetuity,
welches den aktuellen Wert von regelmdfsigen, zukiinftig anfallenden Zahlungen angibt.

Das asymptotische Verhalten in den ausgeschlossenen Fillen P(Q =0) = 1, P(M = 0) > 0 sowie P(Q+ Mc =
¢) =1 fiir ein ¢ € R ergibt sich leicht. Zwecks Zeiteinsparung werden diese Betrachtungen an dieser Stelle
ausgelassen. Hdufig gebraucht werden Eigenschaften von

y
E(X* Ay) :/P(X>z)dz, y>0.
0

Dieser ist offenbar wachsend in 'y mit E(X™ A0Q) =0 und E(X" Aw) = EX' < 0. Auch gebraucht wird die
Betrachtung von

1
E(XTA Xt
EXTA) :E(— A 1) = /P(X > yz)dz.
y y
0
Man sieht direkt, dass 'E(Xfﬂ\y)fallend in y ist und die Grenzwerte P(X > 0) = P(|M| < 1) in 04+ und P(M =0)

in oo besitzt. Fiir Letzteres betrachte P(X > zy) = P(—log|M| > yz) = P(|M| < e %).

In diesem Vortrag wird nur der erste Teil des Theorems bewiesen. Zunichst leiten wir Lemmata her, die
entweder direkt Implikationen aus dem Theorem zeigen oder spéter als Hilfsmittel nétig sind.

Lemma 1 Es gelte P(M =0) = 0. Wenn (1) erfiillt ist, dann gibt es ein ¢ > 0 mit

1,10, = O(eicn) f:S-

Somit gilt (1) = (4) und (1) = (6).

Beweis: Wir wollen nun zeigen, dass
Sy—1—Y,—cn— o fs. ()]

fiir ein ¢ > 0 gilt.
[Erkldrung: denn dann folgt mit

Sp—1—Y, = _10g|Hn—1Qn‘ = IOg‘Hn—linila

dass
—Cn

‘anlQn|
IH,HQnI) —oos —— =0 fs)]

e—cn

Sp1—Y,—cn= log(

Nun unterscheidet man in 2 Fille.

Fall 1: EXt =

Folgt aus 2 Lemmata, die ich nicht beweise.

Fall 2: EXt < o

Wir konnen die 2. Bedingung in (1) schreiben als

Yy Y+ o
[0/> WP (dy) < oo, (10)

denn wegen I1, — 0 f.s. gilt P(|]M| < 1) = P(X > 0) > 0 und wir setzen den Integranten in O stetig fort zu
1/P(X > 0) < . In diesem Fall sieht man anhand (10), dass ebenso EY* < «. [da

00 > /(ﬁ)ljﬁ(dy)zﬂ;ﬁ) /ypy+(dy)

[0,) [0,)




Wegen S,, —  f.s. gilt g = EX > 0 und somit w — u/2 f.s. AuRerdem gilt ¥," = o(n) f.s., denn

Y, VRS AR A
lim " = EY" — lim +—2 nl .
n—e n n—oo n
Zusammen ergibt sich
+
—r—— =0 fs.
Sn,1 —n[.L/2

Damit gilt
Spo1—nuw/2—=Y,F =(S,_1 —nu/2)(1—0(1)) o fs.
und aus —Y," <Y, folgt (9) mit c = /2.
Somit existiert fiir alle € > 0 und ® € Q ein N, € N mit
I‘I _ (=]
M <& Vn>Ny= Z [TT,—1 04| < oo fis.,

e—Cn
n=1

d.h. (4) ist erfiillt. Es folgt nun Y}, IT;_; O — Z.. f.s.und wegen IT, — 0 £.s. gilt (6).

Als néchstes notieren wir eine Ungleichung, die in den kommenden Beweis mehrfach benétigt wird.

Lemma 2 Seien X;, X;, --- w.i.v. ZV nicht degeneriert in 0 und gelte X; + X, + ---X,, — oo f.s. Dann existiert
eine endliche positive Konstante c.., so dass fiir alle y > 0 gilt

Yy
E(X{"Ny)

c+y

< P( X +X 4 X, <)<7,
—HZ;, max (X + X+ -Xe) < = E(XAy)

wobei y/(E(X;" Ay) an der Stelle O den Wert 1/P(X; > 0) < oo besitzt.

Beweis: Es wird hauptséchlich ein unbekanntes Resultat benutzt - wird ausgelassen.

Kommen wir nun zur Aquivalenz von (1) und (5).

Lemma 3 Es gelte P(Q =0) < 1 und P(M =0) = 0. Dann gilt (1) < (5).
Beweis: Schreibe (1) um als

M Y
(0e)

und Bedingung (5) als

S(x) :zZP( max Sj§x+Yn><oo Vx> 0. (12)

P RNESEO

Es gelte nun (11). Dann gilt fiir alle x > 0

<x
~ Sp_1, Yy st.u. ~ =\ v / ( ) Y
= ;< ;<
S(x) / néf(lg?ff—lsj _x+y)P (dy)+ n2>1P lgr?élr)lc_lS] <x+y)P"(dy)

(—0,0] (0,)
< ZP( max S Sx)P(Y§0)+ / ZP( max 1Sj §x+y)PY(dy) (13)
(0,00)

n>1 1<j<n—-1 n>1 1<j<n—



Wegen II, — 0 f.s. und P(M = 0) = 0, folgt S, —  f.s., sowie P(|M| > 1) < 1 und daraus P(X > 0) > 0.
Anwendung von Lemma 2 liefert

Cyx s. Bem. 1 Cc+
P( §; < ) < < ——— < oo, 14
EX+/\x § e =) S EXT A S P(X > 0) a5
Dann folgt mit (13)
S’(x) < Ccyx / ci(x+y) PY(dy)
E(X* Ax) JiYP(X > 2)d
C4X C4X C+y
< + / y) + / dy) <
~ E(Xt Ax) Jo P( X>zdz fo (X >z)d P )
——— ) N—— __/
<o <o nach (14)

<o nach (11)

Also gilt (12).
Man nehme nun an (12) gilt. Folglich ist fiir alle x > 0 und yo > 0
0 < Y
> [ LR( g o)

[~y0.v0l

> P([Y| §y0)2P<1 Jnax. Sk <x— yo)
n>1

<n—1

erfiillt. Weil P(]Y| < ) >0 (P(Q =0) < 1), konnen wir yy so grof3 wahlen, dass P(|Y| <yg) > 0. Mit der
Wahl x = yg erhélt man in obiger Unleichung

ZP( max Sk§0> <

A= \sksn-l

Mit Hilfe eines Theorems von Kesten und Maller ergibt hieraus S,, — « f.s., das impliziert (14) und wegen
P(M =0) =0 auch IT, — 0 f.s. Somit lésst sich folgern

oo "y S; < P'd
- | Rr(am s sen)r@)

14) x+y
> [ P (ay)
: L7 P(X > z2)dz

y Y
> [ ——— P
(0/) 3 P/X > z)dz (dy)

Im letzten Schritt wurde benutzt, dass y/E(X ™ Ay) wachsend in y ist. Also folgt (11).
O

Anschliel$end beweisen wir ein Resultat, dass wir im Beweis des Theorems auf einen passend konstruier-
tes M und |Q| anwenden werden.

Lemma 4 Es gelte P(M =0) =0, PO<M<1)=1, PO<M<1)>0, P(Q=0)<1=P(Q>0) und
limsup,,cyI1,—1 Oy < oo f5. Dann konvergiert das Integral in (1).

Beweis: Definiere das Ereignis E,(u) := {II,_1Q, > u} fiir n € N. Aufgrund des Null-Eins-Gesetzes
von Hewitt-Savage ist der Limes superior dieser Folge degeneriert. Da nach Voraussetzung
limsup,,.nI1,—1 Oy < oo existiert ein u > 0 existiert mit P(limsup,yI1,—10, > u) < 1 also P(E,(u) u.0.) =0.

[Zur Anwendbarkeit: Man hat eine Sequenz (My, Oy )ren u.i.v. ZV und die Funktion

8: (mnvqn)nEN)Hhmsup H'mk| ‘qn|

n—oo



ist symmetrisch bzgl. (M, O )ren]- .
Auf E;(u) gilt wegen Q >0 f.s. und 0 <M <1 fss., dass Q,-Hj(‘:lek >11; 1Q; > u, falls i > j. Fiir i > j gilt
deswegen

st.u i—1
P(Ej () N Ei(u) < P(E;())P(0: [T Me > u)
k=j

" P(E () P(Er- ()

Mit einem verallgemeinerten Borel-Cantelli Lemma von Spitzer folgt ¥, P(E,(u)) <. Da Y, > P(E,(u))
fallend in u ist, konnen wir u > 1 annehmen.

Wegen P(0 <M < 1) =1 gilt II, = ¢~5". AuRerdem ist X = —logM > 0 f.s. und groRer 0 mit positiver
Wabhrscheinlichkeit, so dass wir Lemma 2 auf S, = max;< <, S; anwenden kénnen. Da nach Voraussetzung
P(0 <M < 1) >0ist, folgt E(X* Ay) > 0 fiir alle y > 0, demnach fixiere ein xy > 0, dann ergibt sich

=)

Tl 1 St
oo>ZP ) > ZP 21 On > 11, Op > ue®) 2 / Y P(Sy—1 <log= )PQ(dq)
(ue*0 ,e0) n=1
Lemma2 log q/u Nenner wachsend, u>1 logq logu
o2an)___pogq) "M oga 8 po(gy)
E(X* Alog(q/u)) E(X*+ Alogg) E(X*Alogg)
(1e'0 00) (10 o)
log(g logu

2 pl(dg) - —————.
/ E( X+/\log - ) g

ue)”O oo

Daraus folgt Endlichkeit des Integrals in (1) zusammen mit der Tatsache, dass (logg)/E(X™* Alogg) be-
schrankt ist auf (1,ue*] durch den Wert an der Stelle ue™.

O

Kommen wir nun zum Beweis des ersten Teil des Theorems 1. Teilweise werden nicht bewiesene Resultate
aus der Quelle benutzt.

Beweis von Theorem 1: In Lemma 1 wurde gezeigt, dass (6) < (1) = (4) gezeigt. Offensichtlich gilt
(4) = (3) =(2) [letzteres da |IT,—; Q,| nur im Limes gegen unendlich f.s. streben kann, da M und Q reele
ZV sind, dort ist Grenzwert allerdings 0.]

Man nehme nun an (2) gilt. Dann gilt limsup,,_,, [I1,—10x| < sup,cy |ITn—10n| < . Es existiert daher ein
20 > 0 mit [P(limsup,,_, |[TL;—1Ox| < z0) > 0 und somit]

P(|T1,-1Qn| > 70 u.0.) =0 (15)

nach Anwendung des Hewitt-Savage-Gesetzes. Wihle nun ein § > 0 mit P(|Q| > §) >0 und zo/8 > 1, dies
existiert, da Q nicht degeneriert ist und daher o beliebig klein gemacht werden kann. Dann definiere fiir
n € N die Ereignisse A, := {|IL,—1| > z0/0} und B, := {|Q,| > 6}. Dann erhilt man die Abschitzung

(U A) (10 > 6) ‘d_VP(U A,,) inf P(5,)
stu+Loeve <U A ﬂB)

n=m

Hieraus sieht man, falls P(A, u.0.) > 0, dann auch 0 < P(A, N B, u.0.) < P(|I1,_10,| > zo u.0.), was im
Widerspruch zu (15) steht. Es folgt also

0=P(A, u.o)
. 20 . 20
= P(limsup |IL,—;| > 3) = P(limsup(log |IT,—1]) > log 3)
n—soo n—soo
Y 07 ppening( 20
= P(~liminf(~log|IL,—|) > log =) = P(liminf(~log TL,|) < —log =)



IR 0
—P(llrIlIl)lcEfSn,1< log 5)
~—
>1

P(liminfS,_; = —oo)
n—oo

und daraus liminf, ..., = +e f.s., da dies die einzig iibrig gebliebene Moglichkeit fiir den Random Walk
(Sn)nen ist (Beachte liminf, .S, # 0, da P(|M| < 1) = 1 nach Voraussetzung in (2). Daraus folgt dann
direkt limsup,_,., S, = +oo f.s., also S, — « f.5. was dquivalent zu IT, — O f.s. ist.

Mit Hilfe eines Lemmas zeigt man sup,,cy I1,—1|Qn| < sup,.cy [TTi—1Qn| < oo fiir I1, := [T}_, My, wobei M; :=
min(|My/|,1). Da I1, — O f.s., gilt dass P(M,, = 1) < 1, so dass wir Lemma 4 auf die Sequenz (M,, |Qx|)nen
anwenden konnen. Wir erhalten

o > / logg P‘Q‘ / logg P (dg).
E —logM) +/\logq E —logM +/\10gq)

d.h. (1), somit (2) = (1). (1) & (5) folgt direkt aus Lemma 3.
O

Zum Schluss behandeln wir noch Spezialfélle in denen sich die Konvergenzaussagen nun leicht folgern
lassen.

Theorem 2 Es gelte P(M =0) =0 und P(Q+Mc =c) = 1Vc € R. Dann kann man folgende Fille unterschei-
den:

(i) 0 < Elog|M| < e. Dann gilt |Z,(Zy)| > oo

(ii) —oo < Elog|M| < 0. Dann gilt Z,(Zy) — Z.. f:s. genau dann, wenn Elog" |Q] < .

(iii) Elog|M| = e. Dann gilt Z,(Zy) — Z. f.s. genau dann, wenn das Integral in (1) endlich ist, zum Beispiel,
falls Elog™ |Q| < eo.

(iv) Elog|M| existiert nicht. Dann unterscheidet man in weitere zwei Fdlle:

a) J_ < . Dann gilt Z,,(Zy) — Z fs. genau dann, wenn das Integral in (1) endlich ist.

b) J_ = eo. Dann gilt |Z,(Zo)| & .

Insbesondere ist das Integral in (1) endlich, falls Elog™ |Q| < oo.

Beweis: Aus P(Q+Mc=c) =1 Vc € R folgt P(Q =0) < 1. Deswegen ist Theorem 1 anwendbar.

(i) Die Bedingung sagt —eo < EX < 0 und daraus S, -  f.s., was dquivalent zu IT,, - 0 ist. Also schlégt
(1) fehl und die Behauptung folgt.

(ii) Die Bedingung iibersetzt ist 0 < EX < oo, somit I, = e~ — 0 f.s. Bleibt die Endlichkeit des Integrals in
(1) zu zeigen. Wegen P(X > 0) > O ist [;; . WP@(dq) < o fiir jedes ¢ > 1. Da E(X " Ay) wachsend
inyistund E(XT Aeo) = EXT < eo. Die Endhchkelt des Integrals aus (1) dquivalent zu der Endlichkeit von
Elog™ |Q| leitet sich aus folgender Ungleichung ab

0] - 0| 0o
EX* /long (dg) < E(XT Aloge) /long (dq) < oo. (16)

(c,0) (c,)
(iii) Hier folgt EX" = oo > EX~ also wieder I, — 0 f.s. Der zweite Teil folgt analog zu (ii) und der
Giiltigkeit der hinteren beiden Abschitzungen der Ungleichung in (16) .

(iv) Es gilt EXT = EX~ = oo, Nach Lemma ?? gilt [T, — 0 f.s. genau dann, wenn J_ < . Der Rest ist analog
zu oben.

O



