1 Einleitung

Wir wollen uns mit stochastischen Gleichungen der Form

N
REQ+Y CiR; (1.1)

i=1

beschéftigen, wobei N,Q,(R;)i>1,(C,C;)i>1 stochastisch unabhingige nichtne-
gative Zufallsgrofien seien, (C,C;);>1 identisch verteilt fiir alle ¢, R, seien iid
Kopien von R und P(Q > 0) > 0 sowie P(N € N) = 1. Genauer interessiert
uns das Tail-Verhalten von Losungen R der obigen Gleichung. Wir stellen uns
dabei z.B. vor, R reprisentiere den Rang (nach Googles PageRank Algorith-
mus, welcher Webseiten ihrem Rang gemif auflistet) einer zufilligen Website
und sind an der H&ufigkeit von Webseiten mit hohem Rang interessiert. Dabei
1ost Google die (deterministische) Gleichung

o 1—-d R(pj)
p; EM(p;)

(1.2)

wobei n Gestamtzahl der Webseiten, p; Abzéhlung der Webseiten, M (p;) die
Menge aller Seiten, die auf p; linken, L(p;) die Gesamtzahl von Links auf der
Seite p;. Setzen wir zunéchst d = 1 und stellen uns einen ,,gelangweilten Zufalls-
surfer” vor, so klickt dieser auf zuféllige Links und landet so bei unterschiedli-
chen Websites; der Dampffaktor d € [0, 1] steht fiir eine Wahrscheinlichkeit, mit
der der Surfer aufhért weiterzuklicken (genauer, 1 — d soll diese Wahrscheinlich-
keit sein).

2 Iteration der Gleichung

Iterieren der obigen Gleichung (1.1) ergibt

N,

i1 = Qp + Z Cr,ilt, ; (2.1)

i=1

wobei (R}, ;)i>1 iid Kopien von R, sind und (Ny,), (Cn ), (Q;,) unabhéngige iid
Kopien der obigen gleichnamigen Folgen sind. Weiter seien Ry ; iid Kopien vom
Anfangswert Rj. Wir zeigen, dass R, schwach gegen ein R konvergiert welches
nicht von R abhingt und Gleichung (1.1) 16st. Dazu konstruieren wir eine f.s.
konvergente Folge RL (T wie im Wort tree).

3 Konstruktion einer f.s. konvergente Folge

Wir konstruieren R auf einem Baum mit Ulam-Harris Bezeichnungen, d.h. sei
V:= UneN0 N™ mit Wurzel ). Wir schreiben v = v;...v,, fiir (vy,...,v,) € V und
wv fir (up, ..., Up, V1, ..., Uy, ). Dann konstruieren wir T' C 'V wie folgt: Seien N©
die Anzahl der direkten Nachkommen von () und N,,v € V, N(© iid Kopien von
N. Sei weiter Ty := {1,...,NO} T, := {v € N*|v;..v,_1 € Tp_1,1 < v, <

Ny, ..v,_, } und setze Z,, := ZveTnfl N,. Seien C,, iid Kopien von C und IIy = 1.



Die Gewichte II der iibrigen Knoten werden definiert durch II, := C,1L,, 4, _,,
es wird also das Gewicht eines Knotens durch Multiplikation entlang des Pfades
bestimmt, der die Wurzel mit diesem Knoten verbindet. Definiere weiter den
Prozess

Wy = Z Q?)Hv (31)

veTy,
wobel (Qy)vev iid Kopien von @ seien die unabhingig von (II,) sind. Schlielich
sei R := 370 _ Wi und R := lim,_,oo R = Y77 ) W), (beachte: die Wy, sind
nichtnegativ). Es gilt
N ()

Rl = CiR? +@Qy (3:2)
j=1

wobei R, /| den entsprechenden Prozess des Baumes, der in j startet, bezeichne.
Ausserdem ist

Wn

3 QL (3.3)

veTY,
N ()

Z Ck Z ka2...vn H Ck’UQ...'U]‘ (34)
j=2

k=1 kva... v, €T,

N
LN O W (3.5)
k=1

mitN, Cj, Wy—1,k voneinander und von allen anderen Zfg. unabh. Zfg., W,,_1 1
iid Kopien von W,,_1, C} sind iid Kopien von CY.

3.1 Folgerung: R’ konvergiert in Verteilung

Wir definieren
Wo(Rg) = Y Rj, I, (3.6)

veT),
mit iid Kopien (Rj ,) von R, die stochastisch unabhingig von den Gewichten
(I1,) seien.
Mit Induktion nach n erhilt man R% < RT | + W, (R%):
Firn =1 ist
N('] N ()
* « d * *
Ry =Qp+ Y CoiRy, < QyCy+ Y CiRy, = Ry+Wi(Rp)

i=1 =1



und im Induktionsschritt ist:

N/ N/
d T
a1 =@+ Z Cn,ily, v Qn + Z Cr,i(Ry 13 + Whi(Rp))
i=1 o i=1
N

d T * (2,n+1)
= Q@ —+ E Oz (Rn—l,i + g Ro,iq)l...vnnivl...vn)
i=1 1.V €T g1
N

= Rz + Z Z R;,iul...vnnwlmvn

i=1 tv1..v, ETn41

= RY + W1 (R})

wobei (R}, ;, Wy,i(Rp)) iid Kopien von (RE_, W, (Rf)) sind. Wir wollen jetzt

das Slutsky-Theorem anwenden und miissen dafiir W, (R§) 40 zeigen.
Wir brauchen fiir die folgenden Ergebnisse noch einige Abschitzungen fiir
die Momente der W,.

Lemma 3.1. Fiir0 < 3 <1 und EQ?ENEC? < oo gilt EW? < (ECPEN)"EQ?

_ B
Beweis. Mit EW} = E ()1, CiW,_1;)  und der Subadditivitiit der Abbil-

dung y +— 9° fiir B € (0,1] sowie der Unabhiingigkeiten folgt die Behaup-
tung. O

Lemma 3.2. Ist 3 > 1 und EQP, EN” < 0o und EN max{EC? EC} < 1, so
existiert ein Kz > 0 mit EW} < Kg(EN max{EC? EC})"

Bewets. Lang... O

Wir zeigen nun zunéchst dass R = -, W}, £.s. endlich ist und anschliefend
die (schwache) Konvergenz der Iterationen R} gegen R.

Lemma 3.3. Sei 3 € (0,00) und EQ®, EN® < oo sowie im Fall 3 < 1
ENECP < 1 bzw. im Fall 3 > 1 EN(EC VvV ECP) < 1. Dann ist ERY < oo fiir
0 < v < B und im Falle 3 > 1 konvergiert R gegen R in Lg.

Beweis. Setze

B8
{ENEC , falls 8 < 1 57

EN(ECV ECP), falls 8 >1

Dann ist EW/? < Kn™ fiir ein K = Kg, vgl. obige Lemmata. Dann gilt

n 8 n 8
ERP = E lim (Z Wk> = lim E (Z Wk> (3.8)

k=0 k=0
n 8 oo 5
< lim (Z(EW£)1/5> gK( n’“”) <00 (3.9)
k=0 k=0



Die zweite Gleichheit folgt aufgrund monotoner Konvergenz (beachte Nichtne-
gativitdt der Groflen) und die erste Ungleichung mit Minkowski-Ungleichung im
Fall 8 > 1 und analog mit Subadditivitéit falls 8 € (0,1). Weiter gilt

ERY = E((RP)"/# < (ER?)"/# < (3.10)

Damilt gilt auch dass R in Lg gegen R konvergiert fiir 3 > 1, da dann nach
obiger Rechnung ||RT — RHg < Kyt /(1 —n'/B)8 "3 0 wegen 1 < 1. O

Beachte dass R} 4 RI | + W, (R}) wobei R; iid Kopien von R sind, s.u.
von N,Q, (C;).

Schliefllich erhalten wir die gewiinschte Aussage iiber die Konvergenz in Ver-
teilung von Rj.

Lemma 3.4. Fir R} > 0, EQ?, E(R;)? < oo und ENEC? < 1 fiir ein

0< B <1 gilt R} % R mit einem R so dass ER® < co. Die Verteilung vonR
ist die eindeutige Lisung der obigen SFPE mit endlichem 8 Moment.

Beweis. Es gilt mit Markov- Ungleichung und Lemma 3.1 (beachte W, (R§) ist
W, mit den @Q,’s ersetzt durch Rf ,’s).

P(W,(Ry) >¢) < e PEW,(R;)? < e P(ECPEN)"E(R;)’ "=30 (3.11)

und da RT fs. gegen R konvergiert folgt die Konvergenz von R} mit dem Theo-
rem von Slutsky. O

4 Tailverhalten von R

Wir kommen zu unserem Anliegen, das Tailverhalten von R zu charakterisieren.
Im Paper von Jelenkovic, Olvera-Cravioto wird nach dem Einfluss der Groflen
C,Q und N unterschieden. Felix wird den Fall, dass die C’s dominieren, nach
meinem Vortrag in groferer Allgemeinheit mit impliziter Erneuerungstheorie
behandeln. Ich werde den Fall, dass N die mafigebliche Grofle ist vorstellen.
Wir nennen eine Funktion L : [0,00) — (0,00) langsam variierend (l.v.), falls
L(A\x)/L(z) — 1 fir £ — oo fiir alle A > 0. Wir sagen dann, dass z~“L(z)
regulér variierend (r.v.) mit Index « ist.

Lemma 4.1. Seien die Tails von N regulir variierend mit Index « (d.h. P(N >
x) =2 *L(z), L l.v.) und sei EQ®T¢, EC*"¢ < oo fiir ein e > 0. Setze p :=
ENEC und p, := ENEC®. Dann gelten fiir jedes n € N

P(RY > z) ~ EC_EQ i PR P(N > 1) (4.1)
=0

P(W, > z) ~ (ECEQ)® Z phpnTi=Rap(N > ) (4.2)
k=0

Proposition 4.2. Sei P(N > z) = 2~ *L(x), L l.v., « > 1 und EC*™"  EQ*T" <
oo fiir einv > 0 und sein € (EN(EC*VEC),1). Dann ezistiert eine Konstante
K = K(n,v) so dass fiir allen € Nyz > 1

P(W, >z) < Kn"P(N > z) (4.3)



gilt.

Theorem 4.3. Sei P(N > z) =2~ “L(z), L sei Lv., « > 1 und p, po, wie oben.
Weiter gelte pV po < 1 und EC%T¢  EQ%T¢ < oo fiir ein € > 0. Dann gilt

(ECEQ)”
= (- pa)
Beweis. Wir wéhlen zunéchst ein 6 € (0,1), n € (pV pa,1) und ein ny > 1.

Nach Proposition 4.2 gilt P(W,, > z) < Kon"P(N > x) fir ein K und alle
n > 1,z > 1. Setze

P(R>x) ~ P(N >zx) fir © — o (4.4)

Hyp = 0 (4.5)

EC’EQ z":
- k=
H, = HW,O (4.6)

(man beachte: diese H, , kommen in Lemma 4.1 vor). Eine Anwendung der
Dreiecksungleichung ergibt

|P(R > z)— HyP(N > )| (4.7
<|P(R>z)— P(R] > )] (4.8)
+|P(R), > ) — Hano P(N > )| (4.9)
oy — Hol P(N > ) (4.10)
Wir werden jeden dieser Terme einzeln abschétzen. Zunéchst ist
(4.9) < ¢(x)H,P(N > x) (4.11)

fiir eine Funktion ¢ mit ¢(x) N\, 0 fiir £ — oo nach Lemma 4.1. Fiir den ersten
Term gilt (mit § := n'/(2a+2))

(4.8) < P(R} +(R—R!)>a2,R— R} <éx)— P(RL > =)
+ P(R— R} > dx)

PRI > (1-0)z)—P(RL > = +P< > WL >(53:>

n=ng+1
< P(R}, > (1=6)z) — Hany P(N > (1 = 6)z)
+ HopngP(N > z) — P(R], > @) + Ha o P(N > (1 —6)x)

o0

_ Ha,nOP(N > m) + Z P(Wn > 51;(1 _ B)Bn—no—l)
n=ngp+1

gt (2¢((1 —omL (];&(i;f)x) (P (ﬁ&(i_xf J2) _ 1)) HLP(N > 2)

+ Z Kon"P(N > (1 — B)pn~"1)

n=ng+1




Wir nutzen die Voraussetzung an die Tails von N und erhalten:

P(N > (1=6)x) (P(N > (1-d)x)
20 =00 =Py > ) ( PN>2) 1)
< 26((1 - 6)z)(1 6)&“2(;?@ . ((1 - 5>aL<<1L(—x;5>w> . 1>

— (1-0)"*-1

r—00

Nach Potters Theorem existiert A > 1 mit

Z Kon"P(N > dx(1 — g)gr—ro1

n=no+1

< KoA Z B)B" )T P(N > x)
n=ngo+1

= KoA(3(1 = 8)"* 1 (1 ="~ P(N > )
< K5Iy P(N > )

mit K := AKo(1 — 8)*~ (1 —n/?)~1n.
Der dritte Term wird abgeschétzt mithilfe von
‘Ha,no — Hocl
H,

= (1-pa) (Zpa Zpa —p"oH) )
:(lfpa)zpii(l*(l*p""’k) (1 pa) Z Ph
k=0

k=nog+1

no

< (1=pa) Y phap™ ™ 4 ppott
k=0

< (a1l = pa)(no +1) + pa)(pa V p)" < Kn™
Insgesamt folgt

im P(R > 1)

_ < _ - —a—1, ng
S 1’(1 5" — 14 K5y

Da ng € N ,§ € (0,1) beliebig folgt also die Behauptung nach Grenziibergang.
O
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