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Testtheorie: Ziel und Überblick Testtheorie

Geburten von Jungen und Mädchen

These:
Die Wahrscheinlichkeit für eine Mädchengeburt ist höher als die
für eine Jungengeburt.
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Testtheorie: Ziel und Überblick Testtheorie

Von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit schließen

Wir wollen von einer Stichprobe auf die Grundgesamtheit schließen.
Dazu ziehen wir zunächst eine Stichprobe (x1, . . . , xn).
Wir bezeichnen die Entscheidungsmöglichkeiten als Hypothese und
Alternative
In unserem Falle:

Hypothese ≅ Geburt eines Jungens
Alternative ≅ Geburt eines Mädchens

5 / 67



Testtheorie: Ziel und Überblick Testtheorie

Mögliche Fehler, Optimalität

Fehler 1. Art: Es liegt die Hypothese vor, wir entscheiden uns aber für
die Alternative
Fehler 2. Art: Es liegt die Alternative vor, wir entscheiden uns aber
für die Hypothese

Es gilt, im Hinblick auf die beiden möglichen Fehlentscheidungen eine
möglichst “gute” Entscheidung zu treffen.
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Testtheorie: Ziel und Überblick Testtheorie

Allgemeines Vorgehen in der Testtheorie

Eine Stichprobe x ∈ X ist gegeben
Wir geben eine Schranke α für den Fehler 1. Art vor
Wir wählen eine möglichst gute Testfunktion

“Gut” bedeutet, dass die Testfunktion den “Verlust”, bzw. die
Wahrscheinlichkeit für die Fehler 1. und 2. Art in irgendeiner
Form minimiert.

Wir treffen mit Hilfe der gewählten Testfunktion abhängig von x eine
Entscheidung für die Hypothese oder Alternative

Können wir die Wahrscheinlichkeiten für beide Fehler zugleich
minimieren?
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Testtheorie: Ziel und Überblick Testtheorie

Testfunktion

Wir wählen den Test nach folgender Optimalitätsregel:

Definition (Optimalität)
Die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 1. Art darf maximal α ∈ (0,1)
betragen
Die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 2. Art soll möglichst gering sein
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Testtheorie: Ziel und Überblick Testtheorie

Wie wählen wir Hypothese und Alternative?

Nur bei Wahl der Alternative können wir davon ausgehen, mit geringer
Wahrscheinlichkeit falsch zu liegen. Als Alternative definieren wir daher die
Aussage, die wir mit großer Sicherheit stimmen soll, wenn wir sie durch
den Test bestätigt sehen. Die Hypothese wird dagegen so gewählt, dass ihr
fälschliches Verwerfen (der Fehler 1. Art) der “schlimmere” Fehler ist.

Beispiel (Diagnose)
Ein Test gibt eine Indikation über eine Erkrankung.

Hypothese ≅ der Patient ist krank

Also wählen wir als Alternative: “Es gibt mehr Mädchen- als
Jungengeburten”
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Testtheorie: Ziel und Überblick Andere Entscheidungsprobleme

Testtheorie vs. Schätztheorie

Ein Punktschätzer ordnet einer Stichprobe x einen Wert aus dem
Parameterraum zu.

Beispiel: Maximum Likelihood-Schätzer
Ein Bereichsschätzer ordnet einer Stichprobe x eine Teilmenge des
Parameterraums zu.

Beispiel: Konfidenzbereich zum Niveau 1 − α
Eine Testfunktion wählt anhand einer Stichprobe x zwischen zwei
Parameterbereichen, der Hypothese und der Alternative.
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Testtheorie: Ziel und Überblick Andere Entscheidungsprobleme

In unserem Beispiel

100 Geburten werden untersucht, von denen 54 Mädchen und 46
Jungen sind
Stimmt die These? Können wir dies “mit Sicherheit” sagen?

Wieviele Jungengeburten erwarten wir, falls Mädchen- und
Jungengeburten mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten? Bei
was für einer Stichprobe machen wir bei Annahme der These
(Wahl der Alternative) eher einen Fehler?
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Statistisches Experiment

Definition
Ein statistisches Experiment ist ein Tripel E = (X,A, (PX

θ )θ∈Θ) mit
einer nichtleeren Menge X, dem Stichprobenraum,
einer σ-Algebra A über X und
einer nichtleeren Familie (PX

θ )θ∈Θ von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen über (X,A) mit PX

θ /= PX
θ′ für θ /= θ′.

Im folgenden sei stets Wθ = PX
θ .
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Modellierung

In unserem Beispiel wählen wir:
X = {0,1}n, wobei n die Anzahl der Versuchsbeobachtungen ist,
A = P(X),
PX
θ =⊗

n
i=1 B(1, θ), θ ∈ Θ = (0,1),

wobei
0 =̂ Jungengeburt
1 =̂Mädchengeburt.

Während die Wahl von X und A kanonisch ist, liegen der Wahl von PX
θ

Modellierungsannahmen zugrunde.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Nullhypothese und Alternativthese

Beim Testen zerlegt man die Parametermenge Θ disjunkt in Nullhypothese
H und Alternative K :

Θ = H +K .

Beispiel
Im Beispiel der Mädchen- vs. Jungengeburten setzen wir H = [0,0.5] und
K = (0.5,1].

In unserem Falle liegt ein einseitiges Testproblem mit
linksseitiger Hypothese vor.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Tests

Definition
Jede messbare Funktion ϕ ∶ X→ [0,1] heißt Test oder Testfunktion. ϕ
heißt genau dann randomisiert, wenn {ϕ ∈ (0,1)} /= ∅.

Bemerkung
Interpretation eines Testwerts ϕ(x):

ϕ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, ϕ rät, die Alternative zu wählen,
0, ϕ rät, die Hypothese zu wählen,
γ ∈ (0,1) ϕ rät, ein unabh. Zufallsexp. durchzu-

führen, das mit W’keit γ zur Wahl
der Alternative führt.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Ein optimaler Test

Eine optimale Test- bzw. Entscheidungsfunktion sähe so aus:
Liegt die Hypothese vor, so liefert ϕ stets 0, ansonsten stets 1. Beide
Fehler treten mit Wahrscheinlichkeit 0 auf.
Formal:

ϕ(x) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

1, falls θ ∈ K ,
0, falls θ ∈ H

Gibt es einen optimalen Test?
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Fehlerwahrscheinlichkeiten

Bei einem gegebenen Test gelten:

Eθϕ(X) = W’keit für den Fehler 1. Art, falls θ ∈ H,
1 − Eθϕ(X) = W’keit für den Fehler 2. Art, falls θ ∈ K .
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Die Gütefunktion

Definition
Für einen Test ϕ heißt die Funktion θ ↦ Eθϕ(X) die Gütefunktion oder
Operationscharakteristik (OC) von ϕ.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Die Gütefunktion
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Abbildung: Gütefunktion eines einseitigen Tests z.N. α
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Wahl des Tests

Aus theoretischen Gründen gibt es i. A. keine gleichmäßig besten
Tests.
Daher wählt man für Testprobleme üblicherweise beste Tests
innerhalb von Teilklassen der Menge der Tests aus.
Eine der gängigsten Testklassen ist die der Tests zum Niveau α.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Tests zum Niveau α

Definition
Sei α ∈ [0,1] ein vorgegebenes Irrtums- oder Signifikanzniveau. Dann heißt
ϕ Test zum Niveau α, falls

Eθϕ(X) ≤ α für alle θ ∈ H

gilt. Wir definieren Φα als die Menge der Tests zum Niveau α.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Gleichmäßig bester Test zum Niveau α

Definition
ϕ heißt gleichmäßig bester Test zum Niveau α, falls ϕ ein Test zum
Niveau α ist, der die W’keit für einen Fehler 2. Art unter allen Test zum
Niveau α gleichmäßig minimiert.

Wie finden wir einen gleichmäßig besten Test zum Niveau α?
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Weitere Teilklassen der Menge der Tests

Üblicherweise wählt man den gleichmäßig besten Test zum Niveau α
für ein α ∈ {0.01,0.05,0.1}.
Manchmal (z. B. in zweiseitigen Testsituationen) gibt es keinen
gleichmäßig besten Test z.N. α. Dann geht man z. B. zur Teilklasse
der unverfälschten Tests zum Niveau α über.
Manchmal (z. B. in der Situation des exakten Tests von Fisher oder
des t-Tests) existieren keine gleichmäßig besten unverfälschten Tests
zum Niveau α. Dann geht man zu noch kleineren Testklassen (z. B.
J-ähnlichen Tests z. N. α) über.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Unverfälschte Tests zum Niveau α

Definition
Ein Test ϕ heißt unverfälscht zum Niveau α (für H vs. K), falls
Eθϕ(X) ≤ α für alle θ ∈ H und Eθϕ(X) ≥ α für alle θ ∈ K gilt.

Definition
Ein Test ϕ heißt glm. bester unverfälschter Test zum Niveau α, falls ϕ ein
unverfälschter Test z. N. α ist und die Wahrscheinlichkeit für einen Fehler
2. Art unter allen unverfälschten Tests z. N. α glm. minimiert.

Warum macht man nicht Nägel mit Köpfen und gibt gleichzeitig
“1 − Eθϕ(X) ≥ α für alle θ ∈ K” als Schranke für den Fehler 2.
Art vor?
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Voraussetzungen

Voraussetzung einer parametrischen Verteilungsfamilie mit
Parametermenge Θ ⊂ R oder Θ ⊂ Rd (d ≥ 2)

B(1, θ)-Verteilung mit Parameterraum (0,1)
N(µ,σ2)-Verteilung mit Parameterraum R×(0,∞)

Die Hypothese ist ein Intervall oder ein Punkt aus Θ

Wir suchen gleichmäßig beste Tests aus einer geeigneten Klasse
von Testfunktionen.
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Ein-Stichproben-Fall

Es wird ein einziges Merkmal X auf der Basis einer einfachen
Zufallsstichprobe (X1, . . . ,Xn) bzgl. interessierender Fragestellungen
getestet, z. B. auf

die Lage von Mittelwert oder Median im Vergleich zu vermuteten
Werten - hierbei wird unterschieden zwischen

parametrischen Verfahren
verteilungsfreien Verfahren

die Klasse der zugrundeliegenden Verteilung.
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

(Einseitiger) exakter Binomialtest

Definition
Der (einseitige) exakte Binomialtest ϕ∗ für H ∶ θ ≤ θ0 vs. K ∶ θ > θ0 ist
durch

ϕ∗(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1,
γ∗ ∈ [0,1), falls T (x) ⪌ c∗,
0,

definiert.

Bemerkung
Der (einseitige) exakte Binomialtest ist ein gleichmäßig bester Test zum
Niveau α für ein einseitiges Testproblem, wie etwa unser Testproblem
“Jungen- vs. Mädchengeburten”.
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Prüfgröße

Definition
In obiger Situation ist T (X) die Prüfgröße und c∗ der kritische Wert.

Die Prüfgröße stellt eine Verdichtung der Daten dar, anhand derer über
Verwerfen oder Beibehalten der Hypothese entschieden wird.

Welche Form haben die Prüfgröße und der kritische Wert?
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Einseitige Testprobleme

Definition
Annahmen: (Wθ)θ∈Θ dominierte Familie Vtlg.,

wobei Θ ⊂ R
Hypothesen: (a) H0: θ ≤ θ0 vs. K : θ > θ0,

(b) H0: θ ≥ θ0 vs. K : θ < θ0.

Wie sieht ein gleichmäßig bester Test aus?

31 / 67



Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Familien mit monotonem Dichtequotienten

Das Neyman-Pearson-Lemma lässt sich verallgemeinern, wenn folgende
Monotonieeigenschaft vorliegt:

Definition
Sei E = (X,A, (Wθ)θ∈Θ) ein dominiertes statistisches Experiment mit
dominierendem Maß µ. Dann heißt (Wθ)θ∈Θ Familie mit monotonem
Dichtequotienten, falls eine Statistik T ∶ X→ R existiert, so dass für alle
θ0 < θ1

fθ1
fθ0

= gθ0,θ1 ○T µ-f. ü.

für eine monoton wachsende Funktion gθ0,θ1 gilt.
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Beispiel: Binomialtest

Für alle x ∈ X sei T (x) = sn =
n
∑
i=1

xi .

Dann liegt mit gη0,η1(t) = (
η1
η0
)

t
(
1−η1
1−η0 )

1−t
ein monotoner Dichtequotient

in T vor.

Für θ0 < θ1 gilt

T (x) ⪌ c∗

⇔ gθ0,θ1(sn) ⪌ gθ0,θ1(c
∗
)

⇔ (
θ1
θ0

)

sn

(
1 − θ1
1 − θ0

)

n−sn

⪌ gθ0,θ1(c
∗
)

⇔ fθ1(x) ⪌ gθ0,θ1(c
∗
)fθ0(x)
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

(1 − α)-Quantil, α-Fraktil

Definition
q1−α(W T

0 ) ist das (1-α)-Quantil von W T
0 , c(W T

0 , α) ist das α-Fraktil von
T bezüglich W0.

c(Q, α) = inf{y ∈ R ∶ Q((y ,∞)) ≤ α} ist das α- Fraktil eines
W’Maßes Q.
q1−α(W T

0 ) = inf{y ∈ R ∶ F(y) ≥ 1 − α} ist das 1 − α- Quantil eines
W’Maßes Q.
Ist F die Verteilungsfunktion einer Lebesgue-stetigen Verteilung Q
und F−1 die Quantilsfunktion, so ist c(Q, α) = q1−α ∶= F−1(1 − α).
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Gleichmäßig bester Test zum Niveau α

Mit

ϕ∗(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1
γ∗ ∈ [0,1)
0

, falls T (x) ⪌ c∗,

wobei

c∗ ∶= c(W T
θ0 , α) und γ∗ ∶=

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

α−Wθ0(T>c∗)
Wθ0(T=c∗) , falls Wθ0(T = c∗) > 0,

0, falls Wθ0(T = c∗) = 0,
,

folgt
Eθ0ϕ∗(X) = α (per Definition)
Eθϕ∗(X) ≤ α für alle θ < θ0
Eθϕ∗(X) = maxϕ∶ϕ∈Φα Eθϕ(X) für alle θ > θ0
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Gleichmäßig bester Test zum Niveau α

Mit

ϕ∗(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1
γ ∈ [0,1)
0

, falls sn ⪌ c∗

erhalten wir im Falle H = {θ < θ0} einen glm. besten Test zum Niveau α,
wobei hier

c∗ = c(B(n, θ0), α) und γ ∶=
α −Wθ0(Sn > c∗)
Wθ0(Sn = c∗)

gilt.

36 / 67



Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Rechtseitige Hypothesen

Beispiel: Produktionsprozess

Bei einer Gut-Schlecht-Prüfung soll anhand von 100 untersuchten Stücken
eine Entscheidung über die Umstellung des Produktionsprozesses getroffen
werden.

Wie sieht das Modell aus? Wählen Sie die Hypothese.

Bei welcher Art von Stichprobe würde man eher zu einer
Umstellung tendieren?
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Rechtseitige Hypothesen

Sei das Experiment E = (X,A, (Wθ)θ∈Θ) gegeben, wobei (Wθ)θ∈Θ) einen
monotonen Dichtequotienten in T habe.

Analog zum linksseitigen Test hat ein gleichmäßig bester Test zum Niveau
α die Gestalt:

ϕ∗(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1
γ∗ ∈ [0,1)
0

, falls T (x) ⪋ c∗,

wobei

c∗ ∶= −c(W −T
θ0 , α) und γ∗ ∶=

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

α−Wθ0(T<c∗)
Wθ0(T=c∗) , falls Wθ0(T = c∗) > 0,

0, falls Wθ0(T = c∗) = 0,
,
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Ablehnungsbereich bei rechtsseitiger Hypothese

Bei rechtsseitigen Tests lehnen wir die Hypothese ab, falls T < c∗

Im Falle T = c∗ wird die Entscheidung randomisiert
c∗ = sup{t ∈ R ∶Wθ0(T < t) ≤ α} = −c(W −T

θ0
, α)

Bei symmetrischen Verteilungen gilt c∗ = −c(W T
θ0
, α)

Bei stetigen Verteilungen ist c∗ = qα
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Glm. bester Test z. N. α bei einseitigen Testproblemen mit
monotonem DQ

Definition
Teststatistik: T (X)

Verteilung unter θ0: Wθ0 = PT○X
θ0

Ablehnungsbereich: (a) T (X) > c(W T
θ0
, α)

(b) T (X) < −c(W −T
θ0
, α)

Hierbei liegt in Fall (a) eine linksseitige Hypothese und in Fall (b) eine
rechtsseitige Hypothese vor.
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Ausgangssituation und Motivation

Vorab: Einseitige Tests in R

binom.test(x = ,n = ,p =
,alternative=“greater|less“,conf.level=1-α)
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Zweiseitige Tests
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Zweiseitige Tests

Beispiel: Zweiseitiger Binomialtest

Ist die Münze, die für einen Losentscheid verwendet wird,
gezinkt?

Bemerkung (Modell)
E = ({0,1},P({0,1}), (B(1, θ)θ∈[0,1]))
Θ = [0,1]
Hypothese: H = {θ0} mit θ0 = 0,5
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Zweiseitige Tests

Zweiseitige Testprobleme

Sei Θ ⊂ R. Ein zweiseitiges Testproblem ist von der Form

Zweiseitige Hypothesen

H = {θ ∈ Θ ∶ θ ≤ θ1 oder θ ≥ θ2} gegen K = {θ ∈ Θ ∶ θ1 < θ < θ2}

Zweiseitige Alternativen

H = {θ ∈ Θ ∶ θ1 ≤ θ ≤ θ2} gegen K = {θ ∈ Θ ∶ θ < θ1 oder θ > θ2}

H = {θ0} gegen K = {θ ∈ Θ ∶ θ ≠ θ0}.

Warum macht der Fall K = {θ0} keinen Sinn?
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Zweiseitige Tests

In R unterstützte Hypothesen

In R lassen sich behandeln:
Einseitige Testprobleme
Testprobleme der Form H = {θ0} gegen K = {θ ∈ Θ ∶ θ ≠ θ0}
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Zweiseitige Tests

Exakter Binomialtest (zweiseitig)

Definition
Der (zweiseitige) exakte Binomialtest ϕ∗ für zweiseitige Alternativen ist
durch

ϕ∗(X) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1, falls T (X) /∈ [c∗0 , c∗1 ],
γ∗i ∈ [0,1), falls T (X) = c∗i ,
0, falls T (X) ∈ (c∗0 , c∗1 )

(3)

für geeignete Konstanten γ∗0 , γ∗1 , c∗0 und c∗1 definiert. Dabei ist die
Testgröße T (X) ∶= ∑

n
i=1Xi .

Bei Wahl geeigneter Konstanten ist ϕ∗ der gleichmäßig beste unverfälschte
Test zum Niveau α.
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Zweiseitige Tests

Allgemeine Gestalt gleichmäßig bester unverfälschter Test

Die Testgestalt (3) ist die allgemeine Form eines gleichmäßig besten
unverfälschten Tests zum Niveau α, wenn wir γ∗i und c∗i (i = 1,2) passend
wählen (s. S. 106 Alsmeyer Skripten zur Statistik).
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Beidseitige Tests in R

Hier exemplarisch die Eingabe des zweiseitigen Binomialtests

binom.test(... ,alternative="two.sided")
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p-Wert und Prüfgröße

In Anwendungen vergleicht man häufig nicht die Prüfgröße T (x) mit dem
kritischen Wert, sondern den p-Wert mit dem Signifikanzniveau α.

Der p-Wert ist das kleinste Niveau α zu dem man bei Vorliegen der
Stichprobe x und Prüfgrößenwert T (x) = t die Nullhypothese noch
ablehnen kann.
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Definition des p-Wertes

Definition
Der p-Wert eines Tests ist die Wahrscheinlichkeit, unter der Nullhypothese
Wθ0 den beobachteten Prüfwert x ∈ X oder einen in Richtung der
Alternative extremeren Wert zu erhalten.

Im Falle linksseitiger Hypothesen bedeutet dies formal
p = Pθ0(T (X) ≥ T (x)).

Bemerkung
Der Ablehnungsbereich der Hypothese lautet “p ≤ α”.
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Eingabe von Tests

Worauf muss man bei der Eingabe eines Tests in R achten?
Der Wert x repräsentiert die Realisierung der Prüfgröße
R gibt neben dem p-Wert auch das Konfidenzintervall C zum Niveau
α an.
Ablehnung der Hypothese erfolgt anhand der Fragestellung “p ≤ α”
oder θ0 ∉ C .
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Binomialtest in R

Beispiel
Der einseitige exakte Binomialtest eignet sich für das Ausgangsproblem
„Jungen- vs. Mädchengeburten“.
Der Test wird in R mit dem Befehl binom.test aufgerufen.

> binom.test(x = 46, n = 100, p = 0.5, alternative =
"greater", conf.level = 0.95)

Exact binomial test

data: 46 and 100
number of successes = 46, number of trials = 100, p-value =
0.8159

Der p-Wert ist größer als 0.05. Die Hypothese wird angenommen.
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Beispiel: Sollwertmessung

Bei der Produktion von LKW-Achsen werden stichprobenartig die
Achslängen x gemessen. Dazu untersucht man n = 100 produzierte Stücke.

Ein Test soll sicherstellen, dass die Achslängen innerhalb der Toleranz
schwanken. Der Gaußtest gibt uns dafür ein Intervall, innerhalb dessen die
mittlere Achslänge x schwanken darf. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass
sich x innerhalb der Toleranz befindet, soll 99% betragen.

Damit x eine mögliche Prüfgröße ist, müssen wir die Varianz der
Normalverteilung als bekannt voraussetzen! Die Varianz kennen wir
dabei aus bisherigen Messungen.

Wie sieht das Modell aus? Wie sieht die Hypothese aus? Welches
Signifikanzniveau liegt vor?

55 / 67



Testen in R Mittelwertvergleiche: Der Gaußtest

Modell für die Sollwertmessung

Statistisches Modell, Hypothesenwahl und Signifikanzniveau:

E = (Rn,Bn, (N(µ,σ2)n)µ∈R)

H = {µ0} gegen K = {µ ≠ µ0}

α = 0.01
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Der Gaußtest

Definition
Seien X1, . . . ,Xn u. i. v. Zufallsvariablen mit Xi ∼ N(µ,σ2), σ2 bekannt,
bzw. mit beliebiger stetiger Verteilung und E(Xi) = µ, Var(Xi) = σ

2,
n ≥ 30. Man betrachte folgende Testprobleme:
(a) H0: µ = µ0 vs. K : µ /= µ0,
(b) H0: µ ≤ µ0 vs. K : µ > µ0,
(c) H0: µ ≥ µ0 vs. K : µ < µ0.

Basierend auf der Prüfgröße T (X) =
√
nX−µ0

σ ∼Pµ0 N (0,1) fällt die
Entscheidung für K im Testproblem
(a) im Falle ∣T (X)∣ > q1−α/2(N (0,1)),
(b) im Falle T (X) > q1−α(N (0,1)),
(c) im Falle T (X) < −q1−α(N (0,1)) = qα(N (0,1)).
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Sollwertmessung

Bei 100 Achsen ergibt sich für die Prüfgröße ein Wert von z (Generierung
in R). Den Betrag dieses Wertes vergleichen wir mit dem 0.995-Quantil der
Standarnormalverteilung, also mit q0.995(N (0,1)) = 2.5758
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Approximativer Binomialtest

Definition
Gegeben seien folgende Testprobleme über den Parameter θ einer
B(n, θ)-Verteilung:
(a) H0: θ = θ0 vs. K : θ /= θ0,
(b) H0: θ ≤ θ0 vs. K : θ > θ0,
(c) H0: θ ≥ θ0 vs. K : θ < θ0.
Basierend auf der Prüfgröße T (X) =

∑n
i=1 Xi−nθ0√
nθ0(1−θ0)

∼Pθ0 N (0,1) und dem
vorgegebenen Niveau α fällt die Entscheidung für K im Testproblem
(a) im Falle ∣T (X)∣ > q1−α/2(N (0,1)),
(b) im Falle T (X) > q1−α(N (0,1)),
(c) im Falle T (X) < −q1−α(N (0,1)) = qα(N (0,1)).
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Student’scher t-Test (Ein-Stichproben-Fall)

Annahmen: X1, . . . ,Xn u. i. v. mit X ∼ N (µ,σ2) bzw.
beliebig verteilt mit ex. Varianz und großem n

Hypothesen: (a) H: µ = µ0 vs. K : µ /= µ0, (two.sided)
(b) H: µ ≤ µ0 vs. K : µ > µ0, (greater)
(c) H: µ ≥ µ0 vs. K : µ < µ0. (less)

Teststatistik: T (X) =
√
nX−µ0

S(X)
Verteilung t(n − 1) (Student’sche t-Verteilung mit n − 1
unter µ0: Freiheitsgraden)
Ablehnungs- (a) ∣T (X)∣ > q1−α/2(t(n − 1)),
bereich: (b) T (X) > q1−α(t(n − 1)),

(c) T (X) < −q1−α(t(n − 1)) = qα(t(n − 1)).
R-Befehl: t.test(x, mu = µ0, alternative="...")
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χ2-Anpassungstest für kategoriale Merkmale

Voraussetzung: Beobachtung n unabhängiger Kopien X1, ...,Xn
einer diskret verteilten Zufallsgröße X

Ziel: Überprüfung, ob eine vorgegebene Verteilung
(pi)1≤i≤k vorliegt

Anwendungs- Ist ein Würfel gezinkt?
beispiele: Ist ein Roulettetisch manipuliert?
Stichprobenraum: X = {1, ...k}n

Hypothese: H: P(X = i) = pi für i = 1, . . . , k
K : P(X = i) /= pi für ein i
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χ2-Anpassungstest

Teststatistik: χ2 ∶= ∑k
i=1

(hi−npi)2
npi

mit hi = ∣{j ∶ Xj = i}∣
Verteilung approximativ χ2k−1;
unter H: Approximation anwendbar, wenn npi ≥ 1

für alle i , npi ≥ 5 für min. 80% der i
Ablehnungs-
bereich: χ2 > q1−α(χ2k−1)
R-Befehl: chisq.test(x, p), mit

p=(p1, . . . ,pk)
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Kolmogoroff-Smirnoff-Test

Annahmen: X1, . . . ,Xn u. i. v. mit stetiger Verteilungsfunktion F
Hypothesen: (a) H: F = F0 vs. K : F /= F0 (two.sided)

(b) H: F ≤ F0 vs. K : F > F0 (greater)
(c) H: F ≥ F0 vs. K : F < F0 (less)

Teststatistik: (a) supt∈R ∣Fn,x(t) − F0(t)∣,
(b) supt∈R Fn,x(t) − F0(t) bzw.
(c) inft∈R Fn,x(t) − F0(t)

Verteilung: tabelliert
Ablehnungs-
bereich: falls die Statistik zu groß wird
R-Befehl: ks.test(x, "F", θ, alternative="...") wobei

F eine Verteilungsfunktion sein muss, etwa pnorm,
und θ die zugehörigen Parameter, z.B. µ,σ2
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