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PD Dr. V. Paulsen Blatt 09 14.12.2009

Aufgabe 1: Ein verallgemeinertes Cox Ross Rubinstein Modell 6 Punkte

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, §,P) sei (Z,,)nen, €in beziiglich einer Filtration
(§n)nen, adaptierter stochastischer Prozefl mit folgenden Eigenschaften:

1. Zy = 0 P- fast sicher
2. Z ist eine zeitlich inhomogene Markov-Kette beziiglich (§,)nen, mit
P(Z,1=k+1Z,=k)=plk,n)=1-P(Z,41 =k|Z,=k)
fiir allen € Ng, k=0,--- | n.
Die Zufallsvariable Z,, zéhlt die Anzahl der Aufwértsspriinge in den ersten n Perioden.

Mit deren Hilfe wird wie im CRR Modell eine Preisentwicklung eines risikobehafteten
Finanzgutes, etwa Aktie, modelliert durch

A, = Agu?nd" %" n € Ny,

wobei 0 < d < u die zwei moglichen periodischen Steigerungsraten des Aktienpreispro-
zesses definieren.

Weiter sei eine Funktion r : Ny x Ny — (0,00) gegeben mit dessen Hilfe die zufillige
Zinsrate in der n- ten Periode definiert sei durch

p(n) =r(n, Zy1)

fiir alle n € N . Wir setzen voraus, dass d < 14+r(n, k) < ufirallen € Nk =0,--- ,n gilt.
Als Finanzmarktmodell wird der Aktienpreisprozefi und der durch die Zinsraten definierte
Geldmarktkonto-Prozefl iiber N Perioden betrachtet.

1. Wann liegt ein CRR Modell vor?
2. Wann ist P ein dquivalentes Martingalmaf3?

3. Geben Sie eine Dichte L an, mit deren Hilfe man einen Maflwechsel zu einem
aquivalenten Martingalmafl durchfithren kann.

Aufgabe 2: Vollstindigkeit des verallgemeinerten CRR Modells 6 Punkte

Zeigen Sie, dass das verallgemeinerte CRR Modell aus Aufgabe 1 vollsténdig ist. Es reicht,
wenn Sie den Beweis fiir N = 2 fithren. Fiir allgemeines N fiihrt ein analoges induktives
Argument zum Ziel.



Aufgabe 3: Bewertung von Derivaten im verallg. CRR Modell 6 Punkte

Gegeben sei ein verallgemeinertes CRR N-Perioden Modell entsprechend Aufgabe 1. Wei-
ter sei C' ein Claim mit Auszahlung h(Ay) am Ende der N-ten Periode.

1. Geben Sie einen Algorithmus an, mit dessen Hilfe man den arbitragefreien Anfangs-
preis des Claims bestimmen kann.

2. Zeigen Sie, dass der Algorithmus tatséchlich den arbitragefreien Anfangspreis be-
rechnet.

Aufgabe 4: 6 Punkte

Betrachten Sie einen Call auf den DAX mit Félligkeit im Mérz 2010. Passen Sie ein
geeignetes approximatives CRR Modell mit Volatilitidt ¢ und Zinsrate R an. Hieraus
ergibt sich eine periodischer Zinsrate (. Fiir ein ¢ > 0 definieren wir

r(n,k)=(— 2k —(n—1))c

fa.n < N,k=0,1,--- ,n—1und setzen voraus d < 1+(—(N—1)e < 1+(+(N—-1)c <
u. Bestimmen Sie sowohl im einfachen als auch im verallgemeinertem CRR Modell den
Anfangspreis des Dax Calls.

Bei Wahl von r wird periodisch die Zinsrate um ¢ erhéht bzw. gesenkt, je nachdem, ob
die Aktie féllt oder steigt. Damit wird der Effekt einer gegenldufigen Bewegung von Aktie
und Zinsrate modelliert.
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