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Aufgabe 1 (1+1+1+1+1 Punkte)

(a) Seiay,as, ... eine nichtnegative, monoton fallende Folge. Zeigen Sie, dass >~ ; aj < 0o genau
dann, wenn > 7o, 2Fay < oc.

(b) Zeigen Sie: Die Reihe Y >

e nlog divergiert.

n=2 W konverglert

d) Zeigen Sie: Die Reihe > °7 . —————— divergiert.

n=3 n(logn)loglogn

)
(c) Seie > 0. Zeigen Sie: Die Reihe > °°
(d)

)

e) Sei € > 0. Zeigen Sie: Die Reihe L — konvergiert.
n= 3 n(logn)(loglog n)!+

Aufgabe 2 (242+2+3 Punkte)
Sei Y eine nichtnegative Zufallsvariable mit E[Y?] < oo.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle € € (0, 1),

E[Y])?
ol
PY > eEY] > (1 —¢) E[v?)
Hinweis: E[Y] =E[YTy<mgy] + E[Y Tysmmy].
(b) Zeigen Sie, dass
VarY
= <
PIY = 0] < gy

Hinweis: Teil (a).
(c) Seien Ei, E,, ... (moglicherweise abhéngige!) Ereignisse mit Y ;- P[Ey] = oo und

7 := lim inf 2oz 2y PIE N B} < 00
noo (oo PER])?

Zeigen Sie, dass P[unendlich viele Ereignisse Ej, treten ein] > v~ > 0.

(d) Leiten Sie aus (c) den zweiten Teil des Lemmas von Borel-Cantelli her: Sind Fi, Es, . ..
unabhéngige Ereignisse mit Y .- P[E}] = oo, so gilt

P[unendlich viele Ereignisse Ej treten ein] = 1.

Aufgabe 3 (343 Punkte)
Betrachten Sie drei Folgen (X,,), (Y,,), (Z,) von Zufallsvariablen mit lim,_,., P[X,, <Y, < Z,] = 1.

(a) Angenommen X, N W, Z, Zew. Zeigen Sie, dass Y, 2w

n—oo n—oo n—oo

(b) Angenommen X, 4w, Z, —> W. Zeigen Sie, dass Y, —— W.

n—oo n—oo



