
Prof. Dr. Z. Kabluchko Sommersemester 2016
Hendrik Flasche 13. Juni 2016

Wahrscheinlichkeitstheorie
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Aufgabe 1 (1+1+1+1+1 Punkte)

(a) Sei a1, a2, . . . eine nichtnegative, monoton fallende Folge. Zeigen Sie, dass
∑∞

k=1 ak <∞ genau
dann, wenn

∑∞
k=1 2

ka2k <∞.

(b) Zeigen Sie: Die Reihe
∑∞

n=2
1

n logn
divergiert.

(c) Sei ε > 0. Zeigen Sie: Die Reihe
∑∞

n=2
1

n(logn)1+ε konvergiert.

(d) Zeigen Sie: Die Reihe
∑∞

n=3
1

n(logn) log logn
divergiert.

(e) Sei ε > 0. Zeigen Sie: Die Reihe
∑∞

n=3
1

n(logn)(log logn)1+ε konvergiert.

Aufgabe 2 (2+2+2+3 Punkte)

Sei Y eine nichtnegative Zufallsvariable mit E[Y 2] <∞.

(a) Zeigen Sie, dass für alle ε ∈ (0, 1),

P[Y > εEY ] ≥ (1− ε)2 (E[Y ])2

E[Y 2]
.

Hinweis: E[Y ] = E[Y 1IY≤εEY ] + E[Y 1IY >εEY ].

(b) Zeigen Sie, dass

P[Y = 0] ≤ VarY

E[Y 2]
.

Hinweis: Teil (a).

(c) Seien E1, E2, . . . (möglicherweise abhängige!) Ereignisse mit
∑∞

k=1 P[Ek] =∞ und

γ := lim inf
n→∞

∑n
i=1

∑n
j=1 P[Ei ∩ Ej]

(
∑n

k=1 P[Ek])2
<∞.

Zeigen Sie, dass P[unendlich viele Ereignisse Ek treten ein] ≥ γ−1 > 0.

(d) Leiten Sie aus (c) den zweiten Teil des Lemmas von Borel–Cantelli her: Sind E1, E2, . . .
unabhängige Ereignisse mit

∑∞
k=1 P[Ek] =∞, so gilt

P[unendlich viele Ereignisse Ek treten ein] = 1.

Aufgabe 3 (3+3 Punkte)

Betrachten Sie drei Folgen (Xn), (Yn), (Zn) von Zufallsvariablen mit limn→∞ P[Xn ≤ Yn ≤ Zn] = 1.

(a) Angenommen Xn
P−→

n→∞
W , Zn

P−→
n→∞

W . Zeigen Sie, dass Yn
P−→

n→∞
W.

(b) Angenommen Xn
d−→

n→∞
W , Zn

d−→
n→∞

W . Zeigen Sie, dass Yn
d−→

n→∞
W.


