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Aufgabe 1 (243 Punkte)

Betrachten Sie eine Markow-Kette mit Zustandsraum E = {1,... 5} und Ubergangsmatrix
000 3
03 040
P=|0 01 0 0
0344y
1000 2

(a) Beschreiben Sie die Kommunikationsklassen dieser Markow-Kette.
(b) Welche Klassen sind abgeschlossen, aperiodisch, rekurrent?

Bitte geben Sie eine moglichst vollstandige Begriindung. (Um zu begriinden, dass j aus i erreichbar
ist, konnen Sie einen expliziten Weg von i nach j angeben).

Aufgabe 2 (243 Punkte)

Ein fairer Wiirfel werde unendlich oft geworfen. Es seien Zy, Z1, Zs, ... die Augenzahlen (der erste
Wurf finde zum Zeitpunkt 0 statt) und M, := max{Z, ..., Z,} die maximale Augenzahl in den
Wiirfen 0, ..., n, wobei n € {0,1,2,...}.

(a) Zeigen Sie, dass Zy, Z1, ... eine Markow-Kette auf E' = {1,...,6} ist und berechnen Sie deren
Anfangsverteilung und Ubergangsmatrix.

(b) Zeigen Sie, dass My, My, ... eine Markow-Kette auf £Z = {1,...,6} ist und berechnen Sie
deren Anfangsverteilung und Ubergangsmatrix.

Hinweis: Um zu zeigen, dass eine Folge von Zufallsvariablen Xg, X1, ... eine Markow-Kette bildet,
kann man die Wahrscheinlichkeiten der Form P[X, = 4y, ..., X,, = i, berechnen.

Aufgabe 3 (14242 Punkte)

Betrachten Sie eine Markow-Kette mit dem Zustandsraum E = {1,2,...} und den folgenden
Ubergangswahrscheinlichkeiten. Befindet sich die Markow-Kette in einem Zustand i € E, so geht
sie zu ¢ + 1 mit Wahrscheinlichkeit i/(i + 1) oder zu 1 mit Wahrscheinlichkeit 1/(i + 1). Der Start-
zustand sel Xo = 1. Sei 7' = min{n € N: X,, = 1} € {1,2,..., 400} die erste Riickkehrzeit zu
Zustand 1.

(a) Bestimmen Sie P[T" > k], P[T = k| (insbesondere, P[T" = +o00]) und ET.

(b) Ist diese Kette irreduzibel? Ist sie rekurrent?



(c) Bestimmen Sie alle invarianten Mafle dieser Kette. (Gemeint sind nicht nur die WMaSfe).

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Man betrachte zwei Schachteln. Zum Zeitpunkt 0 gibt es k weifle Bélle in der ersten und k schwarze
Balle in der zweiten Schachtel. In jeder Runde zieht man jeweils einen Ball aus jeder Schachtel,
wobei alle in Frage kommenden Bélle gleichwahrscheinlich seien. Dann vertauscht man die Bélle
(d.h. der Ball aus der ersten Schachtel wird in die zweite gelegt, wihrend der Ball aus der zweiten
Schachtel in die erste gelegt wird). Danach wird das Ganze wiederholt. Sei X,, die Anzahl der weifien
Bille in der ersten Schachtel zum Zeitpunkt n. Bestimmen Sie die Ubergangswahrscheinlichkeiten
und alle invarianten Wahrscheinlichkeitsmafle dieser Markow-Kette.



