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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Seien X ~ Ny(u, ¥) und X' ~ Ny(p/, ¥') zwei unabhéngige d-dimensionale Gauf3-verteilte Vektoren.
Zeigen Sie, dass X + X' ebenfalls Gauf3-verteilt ist.

Hinweis: Sie konnen benutzen, dass auch eine d-dimensionale Verteilung durch ihre charakteristi-
sche Funktion eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Es seien X; und X, zwei unabhéingige Zufallsvariablen, die gleichverteilt auf {1,..., N} sind. Be-
stimmen Sie E[max{ X, X5}|X; + Xs], d.h. den besten Vorhersager von max{Xi, X»} gegeben den
Wert von X + Xo.

Aufgabe 3 (1+1+4142 Punkte)

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : 2 — R eine Zufallsvariable mit E|X| < oo, und
B C F eine Teil-o-Algebra.

(a) Zeigen Sie: E[X|{@,Q}] =EX fs. und E[X|F] = X fs.
(b) Zeigen Sie: Ist die Zufallsvariable X unabhéngig von der o-Algebra B, so gilt E[X|B] = EX.
(c) Zeigen Sie: Fiir den bedingten Erwartungswert Z := E[X|B] gilt sogar

E[ZY] = E[XY]

fiir jede beschrinkte, B-messbare Zufallsvariable Y. Dabei heifit die Zufallsvariable Y be-
schrénkt, wenn es ein deterministisches (endliches) M mit P[|Y| < M] =1 gibt.

(d) Seien Xj,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E|X;| < co. Be-
stimmen Sie E[X;|X; + ... + X,,].

Aufgabe 4 (243 Punkte)

Angenommen man beobachtet die Werte von n unabhéngigen Zufallsvariablen X1, ..., X,, mit einer
unbekannten Verteilungsfunktion F'. Man kann F’ durch die sogenannte empirische Verteilungsfunk-
tion

. 1 —
Fn(t> = ﬁ Z ]I{ngt}, t e R,
k=1
schétzen. Zeigen Sie:
(a) Fiir jedes t € R gilt £,(t) L3 F(t).
n—oo

(b) Fiir alle ¢4, ...,t; € R konvergiert der Vektor

(VA(Ea(tr) = F(t). ... Vi(Fu(ta) = F(ta)

in Verteilung gegen einen Grenzwertvektor Z. Bestimmen Sie die Verteilung von Z.



