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Aufgabe 1 (1+2+2 Punkte)

Beweisen Sie die folgenden Behauptungen:

(a) Seien X1, X2, . . . unabhängig und Bernoulli-verteilt mit P[Xn = 1] = pn ∈ [0, 1] und P[Xn =
0] = 1− pn. Dann konvergiert

∑∞
n=1Xn fast sicher genau dann, wenn

∑∞
n=1 pn <∞.

(b) Seien X1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablen mit P[Xn = ±1] = 1/2. Dann konvergiert∑∞
n=1 anXn fast sicher genau dann, wenn

∑∞
n=1 a

2
n <∞.

(c) Es gibt unabhängige ZufallsvariablenX1, X2, . . .mit EX1 = EX2 = . . . =∞ so, dass
∑∞

n=1Xn

fast sicher konvergiert.

Hinweise. (a): Die Reihe
∑∞

n=1Xn besteht aus Nullen und Einsen. (b): Schwierig ist die Richtung
“⇒”. Benutzen Sie den Dreireihensatz von Kolmogorow. (c): Wählen Sie Xn so, dass P[Xn 6= 0] =
1/2n.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Seien X1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablen mit Xk gleichverteilt auf dem Intervall [0, k] für alle
k = 1, 2, . . .. Zeigen Sie, dass

4
∑n

k=1Xk − n2

n3/2

in Verteilung konvergiert und bestimmen Sie die Grenzwertverteilung.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Seien X1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablen mit

P[Xn = n] = P[Xn = −n] =
1

2n2
, P[Xn = 1] = P[Xn = −1] =

1− n−2

2
, n ∈ N.

Zeigen Sie, dass
Sn√
n

d−→
n→∞

N(0, 1), lim
n→∞

VarSn

n
= 2.

Hinweis: Betrachten Sie die Zufallsvariablen Y1, Y2, . . . mit Yn = 1IXn>0 − 1IXn<0. Zeigen Sie, dass
Y1, Y2, . . . unabhängig und identisch verteilt sind mit

P

[
∞∑
n=1

1IXn 6=Yn <∞

]
= 1.

Bemerkung: Die Lindeberg–Bedingung ist für das Dreiecksschema Xn,k := Xk/
√

VarSn (k =
1, . . . , n) nicht erfüllt. Wäre sie erfüllt, so müsste Sn/(

√
2n) in Verteilung gegen N(0, 1) konvergie-

ren.



Aufgabe 4 (1+2+2 Punkte)

(a) Seien Y1, Y2, . . . unabhängige identisch verteilte Zufallsvariablen mit EY1 = µ, σ2 := VarY1 <
∞. Bestimmen Sie

lim
n→∞

P[Y1 + . . .+ Yn ≤ an]

für a < µ, a = µ und a > µ.

(b) Betrachten Sie die Folge von Mengen D1, D2, . . . mit

Dn := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : 0 ≤ x1 ≤ 1, . . . , 0 ≤ xn ≤ 1, x21 + . . .+ x2n ≤ n/3} ⊂ Rn.

Bestimmen Sie limn→∞ λn(Dn), wobei λn das n-dimensionale Lebesgue-Maß (Volumen) be-
zeichnet.

(c) Sei f : R → R eine nichtnegative Borel-Funktion mit
∫ +∞
−∞ f(x)dx = 1,

∫ +∞
−∞ x2f(x)dx = 1

und
∫ +∞
−∞ x4f(x)dx <∞. Bestimmen Sie

lim
n→∞

∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

x2
1+...+x2

n≤an

(f(x1) · . . . · f(xn)) dx1 . . . dxn

in Abhängigkeit vom Parameter a > 0.

Hinweise. (a): Gesetz der großen Zahlen ist hilfreich, reicht aber im Fall a = µ nicht aus. (b) und
(c): es gibt jeweils eine stochastische Interpretation.


