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Aufgabe 1 (5 Punkte)
Sei (Sn)n≥0 ein RW und τ eine Stopzeit bzgl. der kanonischen Filtration. Beweisen Sie

a) E|Sτ | <∞,E|X| <∞ und EX 6= 0⇒ Eτ <∞.
Hinweis: Betrachten Sie die zu τ gehörige Kopiensummenfolge und benutzen Sie
das Gesetz der großen Zahlen.

b) Im Falle eines EP (Sn)n≥0 gilt sogar

ESτ <∞⇒ EX <∞ und Eτ <∞.

Hinweis: Versuchen Sie zunächst die Waldsche Gleichung auf eine beschränkte
Stopzeit anzuwenden.

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Gegeben sei ein RW (Sn)n≥0.

a) Beweisen Sie

(S1, . . . , Sn)
d
= (Sn − Sn−1, Sn − Sn−2, . . . , Sn).

b) Setze

An1 ={S1 ≤ S2, . . . , S1 ≤ Sn},
Ank ={S1 > Sk, . . . , Sk−1 > Sk, Sk ≤ Sk+1, . . . , Sk ≤ Sn} für 2 ≤ k ≤ n− 1

und Ann ={S1 > Sn, . . . , Sn−1 > Sn}.

Zeigen Sie P(Ank) = P(σ≥ ≥ k)P(σ< > n− k) für alle 1 ≤ k ≤ n.

c) Zeigen Sie P(σ< =∞)− P(σ≤ =∞) = κP(σ< =∞) mit

κ =
∑
n≥1

P(σ≤ = n, S≤1 = 0).

d) Zusätzlich gelte Sn → ∞ f.s. und es bezeichne U> das Erneuerungsmaß des EP
(S>n )n≥0. Zeigen Sie für x ≥ 0 die Gültigkeit von

P(|Sσ6| ≥ x, σ6 <∞) =

∫
(−∞,−x)

U>(−x− y)PX(dy).

Bitte wenden!



Aufgabe 3 (5 Punkte)
Sei (Sn)n≥0 ein EP mit positiver Drift µ, Varianz σ2 := VarX ∈ (0,∞) und Erneuerungs-
maß U. Zeigen Sie für den zugehörigen Erneuerungszählprozess N(t) =

∑
n≥1 1{Sn≤t},

t ≥ 0:

a) EN(t)2 = 2U1 ∗ U1(t) + U1(t) für alle t ≥ 0, wobei U1 = U− δ0.

b) VarN(t) = σ2µ−3t+ o(t), t→∞.


