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Aufgabe 1: 4 Punkte

Seien T" € (0, 00] und M ein nach unten beschrénktes stetiges lokales Martingal beziiglich
einer Filtration (§;)i<r. Zeigen Sie:

1. M ist ein Supermartingal, dass punktweise fiir ¢t — T gegen eine Fpr-messbare Zu-
fallsvariable My konvergiert.

2. Gilt EMyr =EMj , so ist M ein gleichgradig integrierbares Martingal.

Aufgabe 2: 4 Punkte
Sei (My);<r ein stetiges lokales Martingal beziiglich einer Filtration (§;)<7. Zeigen Sie:

1. Ist E(M)7r < o0, so ist M ein Ho-Martingal.

2. M konveriert punktweise auf dem Ereignis {(M)7 < oo} gegen eine §r messbare
reelle Zufallsvariable M.

Hinweis: Betrachten Sie fir C' > 0 die Stopzeit 7¢ = inf{t > 0: (M), > C} .
Aufgabe 3: 4 Punkte

Seien p und o previsible Prozesse mit f(f lp(s)|ds < oo und f; o?(s)ds < oo fiir alle
t > 0 P-fast sicher. Seien W ein Wierner-Proze3 und S eine Losung der stochastischen
Differentialgleichung

dS(t) = S(t)(u(t)dt + o (t)dW (t))

mit Anfangswert (. Sei weiter Z eine Losung der stochastischen Differentialgleichung
dZ(t) = Z(t)(u(t)dt + |o(t)|[dW (1))

mit gleichem Anfangswert (.
Zeigen Sie, dass S und Z die gleiche Verteilung haben.
Aufgabe 4: Aktienmartingalmafl 4 Punkte

Wir betrachten einen durch einen eindimensionalen Wiener-Prozef getriebenen Finanz-
markt, der die Forderungen der Vorlesung erfiillt. Der Aktienpreisprozess kann somit
durch die stochastische Differentialgleichung

dS(t) = S(t)(u(t)dt + o(t)dW (1))



und das Geldmarktkonto durch

beschrieben werden. Zeigen Sie, dass es ein dquivalentes Martingalmafl gibt genau dann,
wenn es ein sogenanntes Aktienmartingalmafl gibt.

Ein Aktienmartingalma$ ist ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafi P, so dass

(%)KT ein lokales Martingal beziiglich P definiert.
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