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Aufgabe 1: 4 Punkte

Wir betrachten ein von einem eindimensionalen Wiener-Prozess getriebenes Semimartin-
galmodell entsprechend der Vorlesung iiber einen Zeitraum [0, 7). Zu einer Handelsstra-
tegie (H, K) mit strikt positivem Vermdgensprozess V' wird zur Zeit ¢ der Aktienanteil
7(t) am Vermogen definiert durch

H{(t)S(t)
t) = 2
fiir alle 0 <t < T. Der im Geldmarktkonto zur Zeit ¢ investierte Vermdgensanteil ist dann
gegeben durch
1—7(t) =

fur alle 0 <t < T.

Zeigen Sie:

1. Ist (H, K) eine selbstfinanzierende Handelsstrategie mit strikt positivem Vermogensprozess
V', so erfiillt V' die stochastische Differentialgleichung

AV (t) = V() ((r(t) + 7 (t)(u(t) — r(1))dt + 7 (t)o(t)dW (1))

fiir alle 0 < ¢t < T mit Anfangsbedingung Vy = H(0)Sy + K(0). Fiir den abdiskon-
tierten Vermogensprozess V* gilt dann

dV*(t) = V*(t) (7 (t)(u(t) — r(t))dt + 7(t)o (t)dW (t))
firalle0 <t <T.

2. Ist (m(t))o<i<r ein vorhersehbarer Prozess mit [, 7%(s)o?(s)ds < cound [y |7(s)|(|r(s)|+
lpu(s)]ds) < oo fiir alle 0 < ¢t < T, so sind die obigen stochastischen Differential-
gleichungen fiir V und V* eindeutig fiir alle Startwerte x > 0 losbar. Wie kann
man aus der Losung eine selbstfinanzierende Handelsstrategie konstruieren, deren
Vermogensentwicklung mit der Losung {ibereinstimmt.

Aufgabe 2: 6 Punkte
Wir betrachten ein Black-Scholes Modell mit variabler deterministischer Volatilitdt o und
Zinsrate r iiber einen Handelszeitraum [0, T']. Beziiglich des dquivalenten Martingalmafes
P* hat der Aktienpreisprozess eine Darstellung der Form

. t 1 t
S, = gelor()ds exp(/ o(s)dWs — 5/ 0?(s)ds),0<t<T
0 0



mit einem Wiener-Prozefl W beziiglich P*. Der Anfangspreis werde hier mit x > 0 be-
zeichnet. Die Entwicklung des Bankkontos ist gegeben durch

t
B(t) = exp(/ r(s)ds),0 <t <T.
0
Zeigen Sie:

1. Fir 0 <¢t < T und a > 0 ist

Sy
B(T)

1

¢ ¢
E*( 15:) = 2%edo (@=D(r(s)+300%(s))ds exp(/ ao(s)dW, — 5/ (aa(s))2ds).
0 0

2. Fir a > 0 gilt
ST

B(T)

3. Fiir jedes @ > 0 und K > 0 betrachten wir den Power Call, dessen Auszahlung in
T gegeben ist durch

) _ maefOT(afl)(r(s)+%aa2(s))ds.

E*(

C=(S5—K)*.
Verifizieren Sie fiir p(C') = E*C/B(T') die folgende Formel

log % + fOT a(r(s) + o%(s)(a — %))ds

a\/foT o2(s)ds

log L= + oszT(r(s) — 30%(s)ds)
« fOT o%(s)ds

p(C) = W(T)®

_Ke Jo r9)dsg

mit h(T) = xo‘gfoT(a—l)(r(s)-&-%aaQ(s))ds‘

Aufgabe 3: Bayes-Formel 4 Punkte

Es seien (9, F,P) ein W-Raum und (F;)o<i<r eine Filtration. Weiter sei P ein zu P
dquivalentes W-Maf auf §7. Bezeichne fiir ¢ € [0, 7] mit L; eine Radon-Nikodym-Dichte
von Pz, bzgl. Pjz,. Dann gilt fiir jede P-integrierbare, §7 - messbare Zufallsgrofie X

Ep (L7 X|3:)

, furalle0<t<T.
L,

Ep (X[8:) =

Folgern Sie hieraus:

Ein Prozess N ist ein lokales P-Martingal genau dann, wenn N L ein lokales P-Martingal
ist.
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