KAPITEL 7

Ordnungsstatistiken

Seien X7,..., X, unabhingige und identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen mit Vertei-
lungsfunktion F'. Ordnen wir die Stichprobe X1, ..., X,, monoton aufsteigend an, so erhalten
wir die sogenannten Ordnungstatistiken

Xl:n S X2:n S cee S Xnn
Zum Beispiel ist X, = min{Xy,..., X,,} und X,,.,, = max{X;y,..., X, }.

7.1. Allgemeine Eigenschaften der Ordnungsstatistiken

Zuerst berechnen wir die Verteilungsfunktion der Ordnungsstatistik Xp.,,.

Satz 7.1.1. Firalle 1 <k <nund t € R gilt

n

P[ Xy < 1] = EZ: (:1) F@)™F ()™,

BEWEIS. Es sei L := Y " | I1x,< die Anzahl der Elemente der Stichprobe Xj,...,X,, die
unterhalb von ¢ liegen. Dann gilt L ~ Bin(n, F'(¢)) und somit

P[kagt]:P[sz]zzn:P[Lzm]:En:(

m=k

n

)F(t)mF(t)”_m.

m

Im letzten Schritt haben wir die Formel fiir die Zahldichte einer Binomialverteilung benutzt.
OJ

Sind die u.i.v. Zufallsvariablen X7, ..., X, absolut stetig, so kénnen wir die Dichte der Ord-
nungsstatitsik Xj., berechnen.

e M)

Satz 7.1.2. Es seien Xi,...,X,, u.i.v. Zufallsvariablen mit Dichte f und Verteilungs-
funktion F'. Dann ist fiir alle 1 < k < n die Dichte von Xj.,, gegeben durch

n—1 n

i (t) = ( . 1) FOFOTFQ" =k ( k) FOF@) R ().

& J

BEWEISIDEE. Man kann den Satz beweisen, indem man die Formel aus Satz 7.1.1 ableitet
(sieche z.B. Skript “Mathematische Statistik”, Satz 1.6.1). Dieser Weg fithrt zu komplizierten
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ABBILDUNG 1. Dichten der Ordnungsstatistiken Xi.10,...,X10:10 einer un-
abhingigen und auf [0, 1] gleichverteilten Stichprobe Xj, ..., Xjg.

Berechnungen. Wir geben hier einen anderen Beweis, der viel eleganter (allerdings nicht ganz
streng) ist.

Damit X, =t ist, muss Folgendes passieren:

1. Eine der Zufallsvariablen, z.B. X, muss den Wert ¢t annehmen. Es gibt n Moglichkeiten,
das 7 auszuwéhlen. Die “Dichte” des Ereignisses X; = t ist f(¢).

2. Unter den restlichen n—1 Zufallsvariablen miissen genau k—1 Zufallsvariablen Werte klei-
ner als ¢ annehmen. Wir haben (Zj) Moéglichkeiten, die k — 1 Zufallsvariablen auszuwéhlen.
Die Wahrscheinlichkeit, dass die ausgewéhlten Zufallsvariablen allesamt kleiner als ¢ sind,
ist F(t)1.

3. Die verbliebenen n — k Zufallsvariablen miissen allesamt grofler als ¢ sein. Die Wahrschein-
lichkeit davon ist (1 — F(t))"*.

Indem wir nun alles ausmultiplizieren, erhalten wir die Behauptung des Satzes. Den kombina-
torischen Faktor kann man auch anders berechnen: Zuerst wahlen wir aus n Zufallsvariablen &
Zufallsvariablen, die < ¢ sind (dafiir digt es (Z) Méglichkeiten), und dann wahlen aus diesen k
Zufallsvariablen eine Zufallsvariable, der gleich ¢ sein soll (dafiir gibt es & Moglichkeiten). [

Beispiel 7.1.3. Seien Xi,..., X, unabhéngig und gleichverteilt auf [0, 1], d.h. die Dichte
von X; sei f(t) = 1pqj(¢). Dann ist die Dichte von Xj., gegeben durch

Fxo (1) = {’f(Z)t’“‘l(l —t ke o,1],

0, sonst.

Das heifit, Xj., hat eine Beta—Verteilung Beta(k,n — k + 1).

Aufgabe 7.1.4. Zeigen Sie, dass EXy.,, = n—_kH fir alle 1 <k <n.



Aufgabe 7.1.5. Seien Xji,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Dichte f und Verteilungsfunktion F. Bestimmen Sie fiir 1 <14 < j < n die gemeinsame
Dichte fx,., x;.,(t,s) der Ordnungsstatistiken X.,, und X.,.

Im néchsten Satz bestimmen wir die gemeinsame Dichte aller n Ordnungsstatistiken.

( )
Satz 7.1.6. Seien X1, ..., X, unabhéingig und identisch verteilt mit Dichte f. Dann gilt
fiir die gemeinsame Dichte von Xi.,,, ..., X,..:

nl-f(t) ... f(tn), t1 <ty <...<t,,
fX1:n7---7Xn:n <t1’ c 7tn) = f( 1> f( ) ! ?
0, sonst.
. J

BEWEISIDEE. Da die Ordnungsstatistiken per Definition aufsteigend sind, ist die Dichte
gleich 0, wenn die Bedingung t; < ... < t,, nicht erfiillt ist. Sei also die Bedingung t; < ... <
t, erfilllt. Damit Xy, = t,..., X, = t,, ist, muss eine der Zufallsvariablen (fiir deren Wahl
es n Moglichkeiten gibt) gleich ¢; sein, eine andere (fiir deren Wahl es n — 1 Moglichkeiten
gibt) gleich t5, usw. Wir haben also n! Moglichkeiten fiir die Wahl der Reihenfolge der
Variablen. Zum Beispiel tritt fiir n = 2 das Ereignis {X1.0 = ¢, Xo.0 = t2} genau dann ein,
wenn entweder {X; = t1, Xy = to} oder {X; = 5, Xy = t;} eintritt, was 2 Moglichkeiten
ergibt. Da alle Moglichkeiten sich nur durch Permutationen unterscheiden und somit die
gleiche “Dichte” besitzen, betrachten wir nur eine Moglichkeit und multiplizieren dann das
Ergebnis mit n!. Die einfachste Moglichkeit ist, dass {Xi., = t1,..., Xpm = t,} eintritt.
Diesem FEreignis entspricht die “Dichte” f(¢1)-...- f(t,), da die Zufallsvariablen Xy, ..., X,
unabhéngig sind. Multiplizieren wir nun diese Dichte mit n!, so erhalten wir das gewiinschte
Ergebnis. U

Auch wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X,, unabhéingig sind, sind die Ordnungsstatistiken
X1, ooy Xpn im Allgemeinen nicht unabhéngig. Es gilt jedoch eine schwéchere Eigenschaft,
die sogenannte Markov-Eigenschaft.

( )

Satz 7.1.7 (Bedingte Unabhéngigkeit von Ordnungsstatistiken). Seien Xj, ..., X, un-
abhéangige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte f. Die bedingte Dichte
fulzy, ... zx) von Xyi1.,, gegeben, dass Xy, = x1,..., Xp, = o, stimmt mit der
bedingten Dichte f(u|xy) von X1, gegeben, dass Xj.,, = xy, iiberein.

& J

Bemerkung 7.1.8. Angenommen, die ersten k£ Ordnungsstatistiken der Stichprobe X1, ..., X,

sind bekannt: Xi., = x1,..., X = ;. Wo liegt nun die néchste Ordnungsstatistik Xy y1.,7
Der obige Satz behauptet, dass fiir die Beantwortung dieser Frage nur der Wert X;., =
relevant ist. Die Werte der vorherigen Ordnungsstatistiken 1, ..., x;_; tauchen in der be-

dingten Verteilung von X, 1., nicht auf.



BEWEIS. Sei f1, kn die gemeinsame Dichte von Xj.,, ..., X.,. Dann gilt

fi,.., k+1:n($1, vy Ty U)

(7.1.1) fluley, . ap) = fi (21, k)

Sei fik+1.n die gemeinsame Dichte von (X, Xkt1.) und fi., die Dichte von Xj.,,. Dann
gilt

~ Srprim (TR, w)

(7.1.2) flulzy) = [

Fiir die gemeinsame Dichte von Xj.,, ..., Xj., erhilt man

fi. k:n(xl,...,xk):f(xl)o..mf(xk)~(1—F(xk))"*k~n~(n—1)~...-(n—k—|—1),

falls 1 < ... < 23 und 0 sonst.
Analog erhélt man fiir die gemeinsame Dichte von Xi.,, ..., Xii1m

ik, we) = flo) - oo fgg) - (1 — F(:L’kﬂ))”*k*l n-(n—=1)-...-(n—k),

falls 1 < ... < xpy1 und 0 sonst. Auerdem gilt:

fronrvn(@i,uw) = fzg) - f(u) - Fae)* (1= F(u)" ™ n(n - 1) (Z _ f)
bzw.
Fen(r) = flar) - Flag) (1= F(ag)" ™" ”(Z B 1)
Einsetzen in (7.1.1) baw. (7.1.2) ergibt

(n— k)1 — F(u)" "1 f(u)
(1= F(zp))"*

(7.1.1) = (7.12) =

Somit stimmen die beiden bedingten Dichten f(u|xy,...,xx) und f(u|xy) tiberein. O

Aufgabe 7.1.9. Seien X1, ..., X, unabhingig und exponentialverteilt mit Parameter A >
0. Welche Verteilung besitzt Xgy1., — 2% gegeben, dass X1., = x1,. .., Xg = 7

7.2. Extreme Ordnungsstatistiken

Es seien X7i, Xy, ... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen. Wir bezeichnen mit
X1, < ... < X, die Ordnungsstatistiken von Xi,...,X,,. Aulerdem benutzen wir die
Notation

M?Ek) = Xn—k—l—l:na k= 17 Lo,
Somit ist MS) = X,,., das groBite Element der Stichprobe, M,(f) = X,_1., das zweitgroBte

Element und so weiter.

Wir haben die moglichen Grenzwertverteilungen von MY = M, fir n — oo bereits in
fritheren Kapiteln beschrieben (Extremwertverteilungen). In diesem Abschnitt beschreiben
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wir die Grenzverteilungen der sogenannten extremen Ordnungsstatistiken M,(Lk), wobei k € N

fest und n — oo.

Zuerst bendtigen wir einen Satz, der die Grenzwertverteilung fiir die Anzahl der Uberschreitungen
eines hohen Schwellenwerts beschreibt.

( )

Satz 7.2.1. Sei u,, € R eine Folge mit lim,, o nF(u,) = 7, wobei 0 < 7 < 0o. Dann
gilt:

n k
. LT B
JL%P[.ElﬂXi>un_k]_e ik k=0,1,....
. J

BEWEIS. Wir bezeichnen mit S,, := 22:1 1x,>u, die Anzahl der Beobachtungen,_ die ober-
halb von u, liegen. Es gilt S,, ~ Bin(n, F'(u,)). Nach Voraussetzung gilt lim,, o, nF'(u,) = 7.
Da dies gilt, darf der Poissongrenzwertsatz angewendet werden:

S, L Poi(T).

n—o0

Mit anderen Worten, lim,,_,, P[S,, = k] = e”%, fir alle k =0,1,.... O

Bemerkung 7.2.2. Der Satz behilt seine Giiltigkeit fiir 7 = 400 (niedriger Schwellenwert,
sehr viele Uberschreitungen) im folgenden Sinne:

anﬂxpun:k] =0, k=0,1,....

i=1

lim P

n—oo

Eine Poi(+o00)-verteilte Zufallsvariable interpretiert man dabei als eine Zufallsvariable, die
mit Wahrscheinlichkeit 1 den Wert +-0o annimmt.

e I
Satz 7.2.3. Es gebe Normierungsfolgen a,, > 0 und b, € R, so dass
(1)
Mn - bn
Mizb L, g
CLn n—oo
wobei GG eine Extremwertverteilung ist. Dann gilt fiir alle k = 1,2,... und z € R:
(k) k—1 (—log G(x))®
Mn - bn . = —I’ )
n—00 an, 07 G(l‘) = 0
N\ J

BEWEIS. Setzt man u,, := a,z + b, und S,, = Z:L:l 1x,>u,, so ergibt sich:

k—1
P[MP < apz+b,) =P[S, <k-1=> P[S, =5
s=0
5



Mit Satz 7.2.1 folgt:

k-1 k—1 s
. T
(721) nll_)l'Iolo SEZO ]P)[Sn = S] = SEZO (§ y

mit 7 = lim,_, nF(u,). Es bleibt also noch die Bestimmung von 7. Nach Voraussetzung
gilt:
lim F"(a,x + b,) = G(x).

n—o0
Fir G(z) # 0 ist dies dquivalent zu
lim nlog(l — F(u,)) = log G(z).

n—oo

Unter Verwendung der Taylorentwicklung des Logarithmus log(1 — z) = —z + o(x), x — 0,
folgt
7= lim nF(u,) = —log G(x)

n—o0
Einsetzen von 7 in (7.2.1) liefert die Behauptung. Fiir G(x) = 0 ist der Beweis analog, liefert
allerdings 7 = +o00. 0

Im Folgenden bescheiben wir die Grenzwertverteilung des Vektors (Mél), ey Mér)), mit r fest
und n — oo. Dazu benoétigen wir eine Verallgemeinerung von Satz 7.2.1, die r verschiedene

Folgen von Schwellenwerten zulédsst. Betrachte die Schwellenwerte u,(@l) > ug) > ... > uv(f)
mit
lim nF(uM) =7, limnF®?)=rn4+m, ..., lmnaF@)=n+.. . 47,
n—o0 n—oo n—oo
wobei 11, ...,7 € [0,00). Sei

Sg) = Z ]]'Xi>u£zl)
=1

die Anzahl der Uberschreitungen des Schwellenwerts ug), 1<i<r.

Satz 7.2.4. Fir alle ky, ko, ..., k. € {0,1,2,...} gilt

TRk |k
lim P[SW = k1, 8D — k1 4+ ky, ..., 8D =y + ... + k] =e (nbetm) L2 170 0
n—00 kllkig'k’r'

Bemerkung 7.2.5. Mit anderen Worten, es besteht die folgende Verteilungskonvergenz
(S,8® — s 80 _ =0y L, (Poi(ry), ..., Poi(r),

n
n—o0

wobei die Komponenten der Grenzwertverteilung unabhéngig sind.

BEWEIS. Definiere p,,; = F(ug)) - F(ugfl)) fir 1 <1 <r, wobei F(u%o)) als 0 interpretiert
wird. Setzt man

Pn(k17"'7kn):P[S1(11):klasr(?):k1+k27"'7sr(zr):k1+---+k7“]7
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dann gilt

—k —S Nk,
(722) Pallieodo) = ()bt (7 Pty (1 2 R
Ky k2 ky

(1= Ppg = o = Py R

Damit kann der Beweis faktorweise durchgefiihrt werden. Fiir den ersten Faktor gilt

o, (D\k k1
n\ nn—1)...(n—k+1) - ), n* F (up, )M 7]
L= - F by — —— — —
<k31)pn’1 ]{le (Un ) ]{31' n—o0 ]{31'
Ahnlich gilt fiir den zweiten Faktor
A P (a0 e A 30 ) AN
k’g Pn2 k?g' n—00 k’g!’

was sich nun analog fiir sdmtliche Faktoren, aufler dem letzten, fortfithren lédsst. Fiir den
letzten Faktor gilt schliellich:

1 — - = n—ki—...—k, —(r14.47r)
( pn,l pn,r) T;)o € )
denn es gilt:
(n—kl——kr)(pn,l—l-—l—pnm):(n—kl——kT)F(uff)) j} T+ ...+ Tp.
Setzt man alles zusammen, so erhélt man die Behauptung. 0J

Nun koénnen wir die gemeinsame Verteilung der oberen r extremen Ordnungsstatistiken
(M, ..., M) beschreiben. Es gilt némlich
PMY <ulM o MO <y =PSH =0,5% <1,88 <2... 80 <r—1).

Der Grenzwert der rechten Seite kann mit dem obigen Satz berechnet werden, was zu ei-
ner langen Formel fithrt. Im néchsten Satz betrachten wir den Spezialfall » = 2, d.h. wir
beschreiben die gemeinsame Grenzwertverteilung der zwei grofiten Werte der Stichprobe.

( )

Satz 7.2.6. Es gebe Normierungsfolgen a,, > 0 und b,, € R, so dass

MY — b,
e A . P e )
an n—oo

wobei G eine Extremwertverteilung ist. Dann gilt fiir alle 21 > x5:

ngl) — bn qu,2) - bn
lm P |—— <z, ———— < 9| = G(22)(log G(x1) — log G(z2) + 1),
n—o0 an an
falls G(x2) # 0 und 0 sonst.
& J
BEWEIS. Setze ug) ‘= a,x1 + b, bzw. ug) ‘= a,T2 + b,. Es ergibt sich aus

lim F"(a,z +b,) = G(z) = lim nF(a,x + b,) = —log G(z),

n—o0
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dass

7 = lim nF(ulY) = —log G(z1),

Es gilt:
PIMY < ud, M < uP] =P[S{Y = 0,57 < 1]

Mit Satz 7.2.4 folgt dann

lim PMY < oD MP <@ =e™ 4 (1, — 1y)e ™.

n
n—oo

Setzt man die Werte von 7; und 7, ein, so erhélt man die Behauptung. O

Bemerkung 7.2.7. Fiir ein r > 2 ist die Formel fiir die Verteilungsfunktion der Grenzwert-
verteilung von (M,Sl), ey MT(LT)) sehr kompliziert. Allerdings ist die Formel fiir die Dichte die-
ser Verteilung sehr einfach; wir werden diese spéter unter Verwendung von Poisson—Prozessen
herleiten.

7.3. Darstellungen der Ordnungsstatistiken
Eine Zufallsvariable Z heifit exponentialverteilt mit Parameter A > 0, falls
P[Z > t] = e fiir t > 0.

Die Ordnungsstatistiken der exponentialverteilten Zufallsvariablen besitzen eine besonders
schone Darstellung.

s I
Satz 7.3.1. Seien 71, ..., Z, unabhingige und mit Parameter A = 1 exponentialverteilte
Zufallsvariablen. Dann gilt

d (1 N Vg 141 Vo Un
Lpy Loipy ooy Lopem) = | —, — e, — e+ =1,
(Zn, 22, n) (n n+n—1 n+n—1+ +1)
wobei v, ..., v, unabhidngig und exponentialverteilt mit Parameter A = 1 sind.
. J

Bemerkung 7.3.2. Die Abstéinde Z1.,, Zo., — Z1ny -+ - L — Zn—1.m Sind somit unabhéngig
und (nicht identisch) exponentialverteilt:

d Vg

Liom — Ljpein = —————— ~ B —k+1).
e f—1: " xp(n +1)

BEWEIS VON SATZ 7.3.1. Die Dichte von (Z1.p, ..., Zn.) ist gegeben durch

nl-e ™. ..e™ 0<a <...<uxy,
flz,... x,) =
0, sonst.



Wegen der Unabhéngigkeit ist die Dichte von (vq,...,v,) gegeben durch

e V.. ..ce¥ oy, >0furallei e {1,...,n},
g(yh' - 7y'ﬂ) =
0, sonst.
Wir betrachten die lineare Transformation
Y1 % Y2 Y1 Y2 Yn
T : e Yn) | == ey — =) = 22y ey Zn
(Y15 Yn) (n | w1 +1) (21, 22 Zn)

Die Jacobi-Determinante dieser Transformation ist

% o 0 --- 0

Lo o) o

J g . . = — L — e 1 = —

11 " n n—1 2 n!

N

el 3 1
Mit der Transformationsformel kénnen wir die Dichte von T'(v4, ..., v,) berechnen:

ple~Wit-tyn) — ple=(1tet2n) 0 < 2 <. < 2,
h(zi, ..o zn) =nlg(yr, .., yn) = !
0, sonst,.

Bei obiger Transformation wurde die Dichte von (v1,...,v,) durch die Jacobi-Determinante
geteilt, um zur Dichte von T'(vy,...,v,) zu gelangen. Man sieht, dass die Dichte f von
(Z1my -+ Zynm) und die Dichte h von T'(uvy,...,1,) iibereinstimmen, was die Behauptung
impliziert. O

Bemerkung 7.3.3. Es seien 7, Zs,... ~ Exp(1) unabhéngig. Fiir das Maximum M, =
max{Zy,...,Z,} gilt mit Satz 7.3.1
~ 1
EM, =EZ,., = - =1 1), — 00,
: kz; L =lognt+y+ o(l), n— o0
wobei v = 0.5772 die Euler-Konstante ist. Auf der anderen Seite gilt aber auch
M, —logn SN G,
n—oo

wobei GG eine Gumbel-verteilte Zufallsvariable ist. Wendet man nun auf beide Seiten den
Erwartungswert an (die Begriindung lassen wir weg), so erhdlt man eine Formel fiir der
Erwartungswert der Gumbel-Verteilung:

EG = 7.
Analog lésst sich zeigen, dass VarG = > -, k% =

w2

F.
Aufgabe 7.3.4. Berechnen Sie mit Satz 7.3.1 EZy.,, Var Zy.,, und Cov(Zg.p,, Zi.1)-

Die Ordnungsstatistiken der Zufallsvariablen, die geméf einer Gleichverteilung verteilt sind,
besitzen ebenfalls eine schone Darstellung.



Satz 7.3.5. Die Zufallsvariablen Uy, ..., U, seien unabhéngig und gleichverteilt auf dem
Intervall [0, 1]. Dann gilt:

d Sy Sy Sy,
Ui, Usy .. . Up)) = | —, ——, ..., ——
( 1:ns Y2:in, ) n.n) (Sn+1 Sn+1’ Sn+1> )
wobei S, =v;+...+ v, und vy, ..., v, 1 unabhingige, mit Parameter 1 exponentialver-

teilte Zufallsvariablen sind.

(.

J

Bemerkung 7.3.6. Die Folge S; < Sy < ... heifit der Poisson—Prozess auf (0, 00) mit
Intensitat 1. Intuitiv kann man die Aussage des Satzes so verstehen, dass die ersten n Punkte

S1, ..., S, des Poisson—Prozesses auf dem Intervall [0, .S, 1] gleichverteilt sind.

BEWEIS. Die Dichte von (Ui, ..., Uy,.,) ist gegeben durch:

f(l’l, ce

n, 0<r<a<...<z,<l1,
7xn)_
0, sonst.

Die Dichte von (4, ..., v,11) ist wegen der Unabhéngigkeit gegeben durch:

e V. ce¥t gy, >0firallel <ie<n+1,
0, sonst.

g(ylv"'7yn+1) = {

Wir betrachten die lineare Transformation

Ty Ynt1) = (Y, 1 Y2, 1 Y2+ oo+ Yngr) = (21, 22, -+ -, Zng1).

Die Jacobi—Determinante von T ist

1 0 0 0
1 1 0 0
Jri=| 1 - =1
11 -~ 1 0
11 -~ 1 1
Mit der Transformationsformel errechnen wir die Dichte von (57, S, ..., Spt1):

e~ Wit dni) — o7l 0 < 2 < 29 < ... < Znga,

0, sonst.

h(21, .. ,Zn+1) - {

Nun betrachten wir eine weitere (diesmal nichtlineare) Transformation

21 Z9 Zn

S:(z1,e ey 2Zna1) (

, e ,zn+1> =: (w1, Wa, ..., Wy, Wpyi1)-
Zn+1 *n+1 Zn+1

10



Die Jacobi-Determinante von S ist

1 0 0 e 0
Zn+1
0 =~ 0 ... 0
o 1 1
JS(Zl,...7Zn+1) - : : .. .. : = n = - .
0 ... 1 “ny1 Wpi
Zn+1
—Z21 —z2 —Zn 1
ZTQLH 2721+1 Z721+1

Die Dichte von (SSL’ SSL e

berechnet werden:

, Sfil , Spt1) kann nun mit der Transformationsformel wie folgt

O<w <ws < ... <w, <1l,w,s1 >0,

e—2n+1 ZTL — e—wn+1wn
p(wy, ..., Wye1) = n+1 n+l
0, sonst.
Die Dichte von (Sf}kl7 Sfil ey Sfil) ist eine Marginaldichte von p:
pr(wl,...,wn+1)dwn+1 =n!l, 0<w <wy <...<w,<1l,
r(wy, ..., w,) =
0, sonst.
Man sieht, dass die Dichte f von (Uy.,,...,U,,) und die Dichte r von (Sfil’ Sfiﬂ o szl)
d

iibereinstimmen, woraus die Behauptung folgt.

Aufgabe 7.3.7. Es seien Uy, ..., U, unabhingige, auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte
Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass fiir jedes k € N die folgende Verteilungskonvergenz gilt:
SVt ),

o0

(Ut - - - s nUk:p) n_% (vi,v1 + 1o,
unabhéngige Zufallsvariablen mit Ply; > t] = e™%, ¢ > 0, sind (Standard-

wobei v, v, ...
exponentialverteilung). Zeigen Sie auch, dass

d
Un7k+1:n)) — (V17V1+V27--~

n(1=Upm),...,n(1 — vd U+ ).
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