KAPITEL 6

Statistik der Extremwertverteilungen

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit statistischen Anwendungen der Extremwert-
verteilungen. Wir werden zwei verschiedene Zugéinge zur Modellierung von Extremwerten
betrachten.

e Der erste Zugang basiert auf der Modellierung von Blockmaxima durch die be-
reits bekannten Extremwertverteilungen, die hier GEV—Verteilungen (Generalized
Extreme—Value Distributions) genannt werden.

e Der zweite Zugang (Peaks Over Threshold Method) benutzt die verallgemeinerten
Pareto—Verteilungen (GPD, Generalized Pareto Distributions).

Wir werden hier nur auf einige grundlegende Ideen der statistischen Modellierung von Ex-
tremwerten eingehen. Fiir mehr Einzelheiten verweisen wir auf die Biicher von S. Coles “An
introduction to statistical modeling of extreme values”, E. Gumbel “Statistics of extremes”,
J. Beirlant, Y. Goegebeur, J. Teugels, J. Segers “Statistics of extremes”.

6.1. Statistik der Blockmaxima: GEV—Verteilungen

Wir haben bisher gesehen, dass Extremwertverteilungen folgende Form haben:

1

Gy po(z) = exp {— (1 +72 —,u) 7} fiir 1+7% > 0.

g

Extremwertverteilungen bilden also eine dreiparametrige Familie: v € R ist der formgebende
Parameter, u € R ist der Lageparameter und o > 0 ist der Skalenparameter. Fiir v gilt:

7 > 0: G ist eine Fréchet-Verteilung (definiert fiir =~# > —% wie oben, sonst 0).
v < 0: G ist eine Weibull-Verteilung (definiert fiir =# < —% wie oben, sonst 1).
v = 0: G ist eine Gumbel-Verteilung (definiert fiir z € R wie oben).
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Extremwertverteilungen, die in der obigen Form dargestellt werden, werden auch General
Extreme—Value distributions (GEV-Verteilungen) genannt.
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Beispiel 6.1.1 (Wasserstdnde an einem Deich). Am Tag j € {1,...,365} im Jahr ¢ €
{1,...,n} wurde an einem Deich der Wasserstand x;; gemessen. Wir betrachten die jahrlichen
Maxima (“Blockmaxima”)

und wollen aus diesen Daten die Deichhdhe Z, bestimmen, bei der eine Uberflutung mit einer
gegebenen Wahrscheinlichkeit p in einem Jahr stattfindet. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit p
sehr klein (viel kleiner als 1/n, zum Beispiel), so dass alle gemessenen Wassersténde sicherlich
viel kleiner als die gesuchte Hohe Z, sind.

Dazu betrachten wir folgendes Modell: x4, ..., z, sind Realisierungen von Xi,..., X, die
u.i.v. Zuvallsvariablen mit einer GEV—Verteilung G, ,, , mit Parametervektor § = (v, u,0) €
R? x R, sind.

Bemerkung 6.1.2. Den jahrlichen Maxima eine GEV—Verteilung zu unterstellen, ist eine
natiirliche Wahl, da jedes X; ein Maximum von vielen u.i.v. Zufallsvariablen ist. Wir haben
in fritheren Kapiteln gezeigt, dass solche Maxima unter sehr allgemeinen Bedingungen gegen
Extremwertverteilungen konvergieren. Natiirlich braucht man fiir die Konvergenz Normie-
rungskonstanten, in unserem Fall kann man aber annehmen, dass die Normierungskonstanten
bereits in den Parametern p und o enthalten sind.

Bemerkung 6.1.3. Da wir im obigen Modell voraussetzen, dass die X; identisch verteilt
sind, kann das Modell nur auf stationéire Daten angewendet werden, d.h. Daten, die keinen
Trend aufweisen. Werden die jahrlichen Maxima mit der Zeit immer grofler (kleiner), muss
ein anderes Modell verwendet werden, siehe unten.

Unser Problem besteht nun darin, den Parametervektor € zu schéitzen. Wir werden die
Mazximum~—Likelihood—Methode (ML-Methode) benutzen. Dazu benétigt man die Dichte
fypo(2) der GEV-Verteilung. Durch Ableiten der Verteilungsfunktion G, , erhdlt man,
dass fiir v # 0

L(1428) 7 expl— (14 9325) 7}, 14932 >0,
fo(2) = fru0(2) = {U( e ) ot ( R ) } i
0, sonst

wahrend fiir v =0
1
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fg(Z) = f(),u,a =

Mit Hilfe der Dichten kann man die Log—Likelihoodfunktion aufstellen:

-5 exp {—e_%} , fiir z € R.

10) :=1(0|xy,...,zy) = Zlog fo(z;).

Fiir v # 0 gilt:
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falls 1 +~*=£ > 0 fiir alle i = 1, ...,n, und [(¢) = —oo sonst. Fiir v = 0 gilt:

n

1(0) = —nloga—izi(;u —Ze_ziaj.

i=1 i=1
Mit der log-Likelihoodfunktion lésst sich der Maximum-Likelihood—Schétzer

0 = (4, 1,6) = argmax (7, p, o)

herleiten. Hier kann 6 nicht analytisch bestimmt werden, sondern muss numerisch ermittelt
werden.

Nachdem der Parameter 6 geschitzt wurde, konnen wir die Deichhohe Z, schitzen. Wir
erinnern, dass Z, die Deichhohe ist, bei der eine Uberflutung mit Wahrscheinlichkeit p in
einem Jahr stattfindet. Das Problem besteht also darin, dass (1 — p)—Quantil des jéhrlichen
Maximums zu schétzen. Wir schétzen Z, indem wir die Gleichung

A

Gsp6(Zp) =1—p

losen (falls es mehrere Losungen gibt, betrachten wir die kleinste):

5 _Ja—g{1—(=log(1-p) 77}, G #0.
" A —6log(—log(1 - p)), 5 =0.

Fir 4 < 0 (im Fall der Weibull-Verteilung) besitzt die Verteilung G5 ;s einen endlichen
rechten Endpunkt, der iibrigens per Definition Zj ist. In diesem Fall gehen wir davon aus, dass
es einen absolut hochsten Wasserstand gibt, der niemals iiberschritten wird. Der Schétzer
fiir Z, ist dann gegeben durch:

. .0

Zo=ji— —.
Nachdem nun das Problem gel6st wurde, stellt sich die Frage, wie wir die Losung verifizieren
konnen. Wie kénnen wir iiberpriifen, ob die Daten x4, ..., x, durch die Verteilungsfunktion
G = G4 ;5 tatsichlich gut beschrieben werden? Zur Verifikation des Modells gibt es mehrere
Methoden, die wir im Folgenden betrachten.

Ordnen wir die Stichprobe z1, ..., z, monoton aufsteigend an, so erhalten wir die Ordnungs-
statistiken

1) < .o S Tp)-

Definition 6.1.4 (Probability-Plot). Der PP—Plot ist die Menge

{(G’(:U(Z-)), #) L= 1n} c [0,1]%

Trifft die Annahme, dass die Daten x4, ..., z, geméif G verteilt sind zu, so sollte
A 1
G D)~
(=) n+1



gelten bzw. sollten die Punkte in einem Probability—Plot auf der Winkelhalbierenden liegen
(etwa wie in Grafik 1).

ABBILDUNG 1. PP-Plot

Der PP-Plot besitzt einen Nachteil: Fiir i ~ n gilt @(x(i)) ~ 1 und nil ~ 1, egal ob G die
Daten gut beschreibt oder nicht. Mit anderen Worten, auch wenn G die Daten im Bereich der
groflen Werte nicht gut beschreibt, sieht man das in einem Probability—Plot méglicherweise
nicht. Dabei sind gerade die grolen Werte besonders interessant fiir uns. Wir betrachten

deshalb eine andere Methode, die dieser Uberlegung Rechnung trigt.

Das ¢ Quantil G (q), wobei ¢ € (0,1), einer Verteilungsfunktion G ist definiert als (die
kleinste) Losung z der Gleichung

G(z) = q.

Definition 6.1.5 (Quantil-Plot). Der QQ—Plot ist die Menge

A i ) o 2
{(G <n+1>,$(l)> .Z—l,...,n}CR.

. . . 1 2 . .
Beim QQ-Plot werden auf der horizontalen Achse die -, %5, ..., ;f7-Quantile der Vertei-

lung G abgetragen und auf der vertikalen Achse die Ordnungsstatistiken T(1), - T(n). Wenn
G die Daten gut beschreibt, sollte

A i
G (n+ 1) =6

gelten bzw. sollten die Punkte in Abbildung 2 auf der Winkelhalbierenden liegen.

Es kann vorkommen, dass die Daten xy,...,x, einen Trend aufweisen (z.B. werden die
jahrlichen Maxima hoher). Wir betrachten nun ein Modell, das der Nichtstationaritéat der
Daten Rechnung tréigt. Die beobachteten Blockmaxima x4, ..., x, seien Realisierungen von
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ABBILDUNG 2. QQ-Plot

Zufallsvariablen X7, ..., X,,, die unabhéngig aber nicht identisch verteilt seien mit
Xi ~ Goy@yoyutyy, 1 =1,...,n.

Dabei ist der Parametervektor (v(i), (i), (7)) eine Funktion der Zeit . Fiir diese Funktion
kann man z.B. den folgenden Ansatz verwenden:

Vi) =7, o(@)=0,  p()=PF+pbi
Wir gehen also von einem konstanten Formparamter «y, einem konstanten Skalenparameter o
und einem linearen Trend, der im Lageparameter i beriicksichtigt wird, aus. Die Parameter
(v, 0, Bo, /1) lassen sich wieder mit der ML-Methode schétzen und somit lésst sich das Pro-
blem mit den bereits im Fall von stationdren Daten betrachteten Methoden l6sen. Méchte
man das Modell verifizieren, so kann man PP— oder QQ-Plots erstellen. Davor muss man

aber die Stichprobe z1,...,x, von dem Trend bereinigen:

Ty =1 — Py — P
Die bereinigte Stichprobe 1, ..., 2] sollte man dann mit der Verteilungsfunktion G5 s ver-
gleichen.

Bemerkung 6.1.6. Der Ansatz kann verallgemeinert werden, ohne dass sich das Modell
grundsétzlich dndert. So ist es zum Beispiel problemlos moglich, einen exponentiellen Trend

zu modellieren:

V(i) =7,  o@)=0  u(i)=er

6.2. Peaks over Threshold: Statistik der GP—Verteilungen

Die oben beschriebene Methode basiert auf der Betrachtung von Blockmaxima (z.B. von
jahrlichen Maxima). Es gibt eine andere Methode (Peaks over Threshold), bei der man
nur Beobachtungen beriicksichtigt, die einen Schwellenwert iiberschreiten. Im Folgenden
beschéftigen wir uns mit dieser Methode.

Wir fangen damit an, dass wir die verallgemeinerten Pareto—Verteilungen definieren. Es sei X
eine Zufallsvariable, die man sich z.B. als eine Schadenhohe vorstellen kann. Wir interessieren
uns nur fiir die grofen Werte von X und stellen die folgende Frage:
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Wie ist der sogenannte Exzess X —u asymptotisch verteilt, gegeben dass X > u? Dabei
geht u — oo.

Wir betrachten drei Beispiele.

Beispiel 6.2.1. Sei X exponentialverteilt mit Parameter A > 0, d.h. F(t) = e ™ t > 0.
Dann gilt

PX >u+t,X>u PX>utt] e MNut) Y

PIX —u>t|X > u] = _ _ _
X —u>tX > PIX > 4] PIX > 4] o ©

Es gilt also: Die bedingte Verteilung von X — u gegeben, dass X > w, ist die Exponential-
verteilung mit Parameter A. Dies ist die Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung.

Beispiel 6.2.2. Sei X aus dem Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung ®,, a > 0.
D.h., FF € RV_,. Dann gilt fiir alle t > 0:

P[X—u>t’X>u} PIX >u+ut]  F(uf

_ _ +
- = -

t+1)) o
PX > 1] Py L+

fiir u — oo. Es gilt also: gegeben, dass X > u, konvergiert die Verteilung von (X — u)/u
gegen die Verteilungsfunktion 1 — (1 +¢)~%, ¢ > 0.

Beispiel 6.2.3. Sei X standardnormalverteilt. Folgende Relation wurde in Lemma 7?7 mit
der Regel von L’Hospital bewiesen:

—u?/2

PX > u] ~ fir u — oc.

1
—e
V2T

Unter Verwendung dieser Relation erhalten wir fiir jedes t > 0:

PIX >u+t] exp{-% —t—L; -
Plu(X —u) > t|X > u| = PIX > 4l ~ exi){—“Q}QQ —e !
2

fiir u — oo. Es gilt also: gegeben, dass X > u, konvergiert die Verteilung von u(X —u) gegen
die Exponentialverteilung mit Parameter 1.

In allen drei Beispielen konnte die bedingte Verteilung von X —u gegeben, dass X > u, durch
eine Verteilung approximiert werden. Wir werden nun ein allgemeines Resultat formulieren,
das die drei Beispiele als Spezialfille beinhaltet.

( N

Definition 6.2.4. Die verallgemeinerte Pareto—Verteilung (GPD, Generalized Pa-
reto Distribution) mit Index v € R und Skalenparameter o > 0 ist definiert durch die
Verteilungsfunktion

£\ t>0, falls 7 > 0,
Pot)=1—(1+2) " mit e
’ o te[0,-2Z], fallsy<0.




Bemerkung 6.2.5. Fiir v = 0 interpretieren wir die Formel als Grenzwert:

1
o\
P =lim[1-(1+2) "J=1-¢t, t>o0.
’ =0 o

Somit stimmt P, mit der Exponentialverteilung mit Parameter 1/o {iberein.

( M)

Satz 6.2.6 (Pickands-Balkema-de Haan, 1974). Sei X eine Zufallsvariable mit Ver-
teilungsfunktion F', die im rechten Endpunkt x* stetig ist. Dann liegt F' im Max—
Anziehungsbereich von G, genau dann, wenn es eine positive messbare Funktion J(u)
gibt mit
lim sup |P[X —u <tX >u] — P, gw(t) =0.
ute* te[0,x* —ul
. J

Grob gesagt gilt die Approximation

P[X —u < t|X > u] ~ P%/B(u)@),
falls X im Max-Anziehungsbereich von G, liegt.
Nun werden wir die GP—Verteilungen in der Statistik anwenden. Es seien zq,...,x, un-
abhéngige identisch verteilte Beobachtungen, z.B. Wasserstéinde an einem Deich an n Tagen.
Wir interessieren uns nur fiir die extrem groffen Beobachtungen. Das heifit, wir wihlen einen

Schwellenwert « und betrachten nur die Beobachtungen z;,, ..., x;,, die u iiberschreiten. Wir
definieren die Exzesse
N==xy —U...,.Jp =Ty —U

und ignorieren alle anderen Daten. Der Satz von Pickands—-Balkema-de Haan macht folgendes
Modell plausibel: Die Exzesse v, . . ., yx sind Realisierungen von unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen Y7, ..., Y}, die geméf einer verallgemeinerten Pareto—Verteilung
P, , verteilt sind. Dabei sind v € R und o > 0 unbekannte Parameter. Die Dichte von P, ,
ist gegeben durch

1
1 yt\ . t >0, falls v > 0,
J(t)=—1+— t
Frot) o ( * a) H {t € [0,—%], falls v < 0,

und fo,(t) = oe™/7 ¢ > 0, fiir v = 0. Damit ergibt sich fiir die Log-Likelihoodfunktion

k k
I(v,0) == log f,.(y;) = —klogo — (1 + %) > log (1 + ) :
i=1 =1

zumindest fiir v # 0. Der ML-Schétzer

YYi
o

(9,6) = argmax (v, 0)
¥,0

muss numerisch berechnet werden.

Nun werden wir fiir ein gegebenes kleines p die Deichhéhe Z, schétzen, die an einem Tag
mit Wahrscheinlichkeit p iiberflutet wird. Es sei X die Zufallsvariable, die den Wasserstand
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an einem Tag beschreibt. Mit Beriicksichtigung des Satzes von Pickands—Balkema-de Haan
gehen wir davon aus, dass fiir grofles u:

1
o\ -
]P’[X—u>t|X>u]%<1+7—) "
o

Mit t = Z,, — u folgt also:

Z —u\ o
P[X > Z,] ~ P[X > 4 (1+7 2 “) .
o
Nun setzen wir die rechte Seite gleich p. Wenn die Gleichung nach Z, umgestellt wird, erhélt
man schliellich PIY ,
szu—l—g [(M) —1]
8 p

Dabei haben wir Schétzer fiir o und v bereits hergeleitet. Die Wahrscheinlichkeit P[X > u]
kann durch %22;1 1,,>v geschétzt werden. Es ergibt sich der Schatzer

n ’?
A o 1
7 = — — 1o -1
=+ (pz )
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