KAPITEL 4

Regulir variierende Funktionen

Unser néchstes Ziel ist es, die Max-Anziehungsbereiche der Extremwertverteilungen zu be-
schreiben. Dies wird im néchsten Kapitel geschehen. Wir haben bereits gesehen, dass die
Verteilung mit der Tailfunktion F(z) = 2%, > 1, im Max-Anziehungsbereich der Fréchet—
Verteilung &, liegt. Wir werden spéter sehen, dass der Max-Anziehungsbereich von &, aus
allen Verteilungen besteht, deren Tailfunktionen sich im gewissen Sinne “wie x~*” verhalten.
Um die exakte Bedingung zu formulieren, brauchen wir den Begriff der reguléren Variation,
den wir in diesem Kapitel einfithren. Wir werden hier nur auf einige Aspekte der regulidren
Variation eingehen, fiir eine umfassende Darstellung dieses Gebiets verweisen wir auf das
Buch von N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels. Regular Variation.

4.1. Definition der reguléar variierenden Funktionen

Definition 4.1.1 (Karamata, 1930). Eine Funktion L : (A, 00) — (0,00) ist langsam
variierend in 400, wenn
L(A\z
I
m—1>r—l{loo L(Q})
(. J

) =1 fiir jedes A > 0.

Bemerkung 4.1.2. Der genaue Wert von A spielt keine Rolle, denn in der obigen Definition
geht es nur um das Verhalten der Funktion L fiir + — +o00. Es hat keinen Einfluss auf die
Eigenschaft der langsamen Variation, wenn man die Funktion L auf einem endlichen Intervall
beliebig verédndert.

Beispiel 4.1.3. Eine Funktion L, fiir die der Grenzwert ¢ := lim,_,, L(z) in (0, 00) exis-
tiert, ist langsam variierend, denn
L(\x) ¢

= 1.

Ist aber der Grenzwert ¢ gleich +00 oder 0, so muss die Funktion nicht langsam variierend
sein. Zum Beispiel sind die Funktionen f;(x) = x und fo(x) = 1/x nicht langsam variierend.

Beispiel 4.1.4. Die Funktion L(z) = c(logx)?, mit ¢ > 0, 8 € R ist langsam variierend,
denn fiir jedes A > 0 gilt

LOx)  cllog(\a))®  [logz +log A\’
L(z)  c(logz)? _( log x > — 1

fiir x — +o0.



Beispiel 4.1.5. Die Funktionen
logx, loglogx, logloglogz,...
sind langsam variierend. Funktionen der Form
c(logz)?* (loglog ) ... (log. . .log )’

mit ¢ > 0, 5,...,Or € R sind ebenfalls langsam variierend.
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ABBILDUNG 1. Zwei langsam variierende Funktionen: exp{+/log z} (blau) und
log x (rot).

Beispiel 4.1.6. Fiir o # 0 ist die Funktion f(z) = z® nicht langsam variierend. Wir werden
spater sehen, dass fiir jedes € > 0 eine langsam variierende Funktion nicht schneller als x®
steigen darf und nicht schneller als x7¢ gegen 0 gehen darf.

Beispiel 4.1.7. Die Funktionen L(z) = e(e®)” sind fiir alle |3] < 1 langsam variierend
(Ubungsaufgabe). Fiir § = £1 ergeben sich die Funktionen L(x) = x bzw. L(z) = 1/z, die
nicht langsam variierend sind. Allerdings ist die Funktion

Ll(l’) _ elogz/loglogx
langsam variierend (Ubungsaufgabe).
Beispiel 4.1.8. Nicht jede beschriinkte Funktion L : (0, 00) — (0, 00) ist langsam variierend.
Beispiel: L(x) = 2 + sinz ist nicht langsam variierend (Ubung).

Beispiel 4.1.9. Es gibt eine langsam variierende Funktion L, die zwischen 0 und 400 os-
zilliert in dem Sinne, dass limsup,_,, L(x) = +o00 und gleichzeitig lim inf, ., L(x) = 0. Ein
Beispiel ist gegeben durch (Ubungsaufgabe)

(4.1.1) L(x) :exp{\/@-cos <€/@)}, x> 1.

Diese Funktion oszilliert unendlich oft zwischen der “unteren Grenze” e~V!°¢% (die im Fall
cos(/log x) = —1 erreicht wird) und der “oberen Grenze” eV'°#? (die im Fall cos(y/logz) = 1
erreicht wird). Allerdings sind die Oszillationen sehr langsam: Zum Beispiel erreicht L die

obere Grenze eV'°2% an den Stellen 68”3k3, k=0,1,2,....
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Aufgabe 4.1.10. Seien L; und Ls langsam variierende Funktionen. Zeigen Sie, dass L1 Lo
und L; + Lo ebenfalls langsam variierend sind.

Definition 4.1.11 (Karamata, 1930). Eine messbare Funktion R : (A4,00) — (0, 00)
heifit regulér variierend in +o0o mit Index o € R, falls

R(\x)
z—+o00 R(:U)

= \° fiir jedes \ > 0.

Bezeichnung: f € RV,,.

& J

Bemerkung 4.1.12. Eine Funktion ist langsam variierend genau dann, wenn sie regulér
variierend mit Index o = 0 ist.

Beispiel 4.1.13. Die Funktion R(x) = cz®, wobei ¢ > 0, ist regulér variierend mit Index «,
denn

R(A Ax)
Ar) _ ATy i atle A > 0.

R(x) cx®
Beispiel 4.1.14. Die Funktion f(z) = el°#? (wobei [] die GauB-Klammer ist) ist nicht
reguliir variierend obwohl die sehr #hnliche Funktion R(x) = e!°¢® = x reguliir variierend mit
Index av = 1 ist.

Aufgabe 4.1.15. Secien f € RV, und g € RVyg . Zeigen Sie, dass fg € RV,y3.

Viele Beispiele von reguldr variierenden Funktionen konnen konstruiert werden, indem man
eine langsam variierende Funktion L(x) mit z® multipliziert. Dadurch wird die Klasse der
reguldr variierenden Funktionen ausgeschopft.

Satz 4.1.16. Sei R eine regulér variierende Funktion mit Index «. Dann gibt es eine
langsam variierende Funktion L, sodass

R(x) = x*L(x).

BEWEIS. Setze L(z) = Rx(f ) Dann muss man nur noch zeigen, dass L(z) langsam variierend

1st:

L(Az) R(A\x)/(A\x)* _R(\z) N
= =\ =S AT\ =1 —
L@ R(x)/z" R(2) A
da R nach Voraussetzung reguldr variierend ist. Deshalb ist L langsam variierend. 0

Im Rest dieses Kapitels werden wir einige Eigenschaften der langsam und regulér variierenden
Funktionen herleiten. Die wichtigste Anwendung dieser Eigenschaften in diesem Skript ist
die Beschreibung der Max—Anziehungsbereiche.

4.2. Asymptotische Aquivalenz
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Definition 4.2.1. Zwei Funktionen f : (A,00) — (0,00) und g : (A,00) — (0,00)
heiflen asymptotisch dquivalent (in +00), falls

lim L:E) =1
=400 g(z)
Bezeichnung: f(z) ~ g(z) fiir x — +o0.
(. /

Beispiel 4.2.2. 2 ~ 2 + 3 und 22 + z ~ 2% + 2z fiir £ — +o00.

Aufgabe 4.2.3. Seien fi, f2, 91,92 : (A,00) — (0, 00) Funktionen mit f; ~ fy und g; ~ go.
Zeigen Sie, dass

(1) fig1 ~ fago.
(2) fitg1~ f2+ g0

Die Klasse der reguldr variierenden Funktionen mit Index « ist abgeschlossen beziiglich der
asymptotischen Aquivalenz:

Aufgabe 4.2.4. Es gelte f ~ g und f € RV,,. Zeigen Sie, dass dann auch g € RV,, ist.

4.3. Satz iiber die gleichmiflige Konvergenz

Satz 4.3.1 (Uber die gleichmiBige Konvergenz, Karamata, 1930). Sei L eine langsam
variierende Funktion. Dann gilt fiir alle 0 < a < b < 00

L(A\z)
L(x)

lim sup — 1‘ = (0.

T30 \ela,b]

BEWEIS. SCHRITT 1. Zunéchst einmal werden wir aus der “multiplikativen” Notation in die
“additive” Notation wechseln. Betrachte die messbare Funktion

h(z) =log L(e®), x > logA.
Die Definition der langsamen Variation fiir L iibersetzt sich wie folgt: Fiir jedes u € R gilt

(4.3.1) lim (h(z 4+ u) — h(z)) = 0.

T—00
Wir werden zeigen, dass die Konvergenz in (4.3.1) gleichméfig in v € I := [log a, log b] ist.

SCHRITT 2. Angenommen, die Konvergenz ist nicht gleichméflig in v € I. Dann gibt es ein
€ > 0 und eine Folge x1, xs,... — o0 mit

sup |h(z, +u) — h(x,)| > 2¢ firn=1,2,....
uel

Es gibt also eine Folge uy,us, ... € I mit

(4.3.2) |h(x, + up) — h(xy)| > 26 firn=1,2,....
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Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass w, gegen einen Grenz-
wert u konvergiert (andernfalls betrachte eine konvergente Teilfolge) und dass |u, —u| < 1
fur alle n € N (andernfalls entferne endlich viele Terme in den Folgen).

SCHRITT 3. Laut (4.3.1) gilt fiir jedes y € R, dass
(4.3.3) |h(zy, +y) — h(x,)| < € fiir n hinreichend gro8.
Aus (4.3.2) und (4.3.3) ergibt sich, dass
\h(xy, + upn) — h(x, +y)| > ¢ fiir n hinreichend grof.
Definiere messbare Mengen [y, I, ... durch
Iy ={y € [-1,1]: |h(zy + up) — h(x,, + y)| > € fiir alle n > k}.

Es gilt dann U2, I = [—1, 1], somit existiert ein k so dass I ein strikt positives Lebesgue-
Maf hat.

SCHRITT 4. Betrachte die Mengen Z,, = u,, — I, = {u, — y: y € I} und

Z ={w € [-1,1]: w € Z, fiir unendlich viele n} = ﬂ U Zy.
j=1n=j
Es gilt |Z,| = |Ix| > 0 fiir alle n € N. Da die Mengen Z,, im Intervall [u — 2, u + 2] enthalten
sind, diirfen wir die Stetigkeit des Lebesgue-Mafles verwenden:
Zn
J

Z] = lim > lim |Z;] = || > 0.
Jj—00 Jj—00

n—

SCHRITT 5. Somit ist Z nicht leer. Sei w € Z, dann gilt fiir unendlich viele n, dass w € u, — I
und somit

\h (T + up) — R(2y + up, — w)| > €.
Das ist aber ein Widerspruch zu (4.3.1), denn z,, + u,, — 0. O

Fiir reguléar variierende Funktionen nimmt der Satz iiber die gleichméflige Konvergenz die
folgende Form an:

Aufgabe 4.3.2. Zeigen Sie: Ist R eine mit Index « regulér variierende Funktion, so gilt
firalle 0 < a < b < o0
I R(\z)
im sup
2= \elap) | B(T)

Hinweis: R(x) = L(x)z®, wobei L langsam variierend ist.

«

=0.

Aufgabe 4.3.3. Seien f € RV, und g € RVg, und es gelte aulerdem lim,_, g(x) =
+00. Zeigen Sie, dass die Komposition f(g(z)) ebenfalls regulér variierend mit Index af3
ist.

Satz 4.3.4 (Uber die lokale Beschriinktheit). Sei L eine langsam variierende Funktion.
Dann gibt es ein B, so dass L auf jedem Intervall der Form [B, B + ¢] beschrénkt ist.




BEWEIS. Nach dem Satz iiber die gleichméflige Konvergenz gibt es ein B > 0, so dass fiir
allez > B

L(A
sup (Az) -1 <1
ez | L(z)
Somit gilt fiir alle x > B
L(\
sup (Az) < 2.
ez L(z)

Mit = = 2¥B, k= 0,1, ..., folgt, dass
sup  L(z) < 2L(2*B).

z€[2F B2k +1B]

Per Induktion erhilt man, dass die Funktion L auf dem Intervall [B,2*B] durch 2*L(B)
beschrankt ist. O]

Aufgabe 4.3.5. Zeigen Sie: Ist R eine regulér variierende Funktion, so gibt es ein B, so
dass R auf jedem Intervall der Form [B, B + ¢| beschréinkt ist.

4.4. Darstellungssatz von Karamata

Satz 4.4.1 (Darstellungssatz fiir langsam variierende Funktionen, Karamata, 1930).
Eine Funktion L : (A,00) — (0,00) ist genau dann langsam variierend, wenn es eine
Darstellung der Form

(4.4.1) ) = el oz { / ’ @du} s

u
gibt, wobei @ > A und c¢(z) > 0, (x) messbare Funktionen sind mit
c:

(4.4.2) = lim ¢(x) € (0, 00), gjlggo e(z) =0.

T—00

Aufgabe 4.4.2. Finden Sie eine solche Darstellung explizit fiir die Funktionen L;(z) =
logz, La(x) = loglogz, L3(z) = ellog)?, 18] < 1.

BEWEIS. SCHRITT 1. Es ist eine Ubungsaufgabe, zu zeigen, dass jede in der Form (4.4.1),
(4.4.2) dargestellte Funktion L langsam variierend ist.

SCHRITT 2. Es sei L eine langsam variierende Funktion. Wir zeigen, dass es eine Darstellung
der Form (4.4.1) gibt. Zunéchst einmal werden wir aus der “multiplikativen” in die “additive”
Notation wechseln. Betrachte dazu die Funktion

h(z) :=log L(e®), x > logA.
Die Bedingung der langsamen Variation von L nimmt die folgende Gestalt an: Fiir alle u € R
gilt
(4.4.3) lim (h(x +u) — h(z)) = 0.

T—r+00
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Wir werden zeigen, dass es fiir h folgende Darstellung gibt:

xT

(4.4.4) hz) = d(z) + / e(t)dt,

B
wobei B € R und d(z), e(x) messbare Funktionen sind mit

(4.4.5) d:= lim d(z) € R, lim e(x)=0.
T—00

T—00

Daraus ergibt sich fiir L die Darstellung

log z T (]
L(z) = ehllogz) _ d(x) exp {/ e(t)dt} S (C)) exp {/ e(logu) du}

B B u
wobei wir den Ansatz t = logu gemacht haben. Das wiirde die Behauptung beweisen, denn

c(x) =™ el € (0,00), e(x):=e(logz) — 0
fiir x — oo, was die Giiltigkeit von (4.4.2) zeigt.

SCHRITT 3. Wir beweisen die Existenz der Darstellung (4.4.4). Wir wiirden sehr gerne

e(t) = h'(t) setzen, das geht allerdings nicht, denn h muss nicht differenzierbar sein. Wir
setzen deshalb e(t) = h(t+ 1) — h(t). Es sei bemerkt, dass lim, . e(x) = 0 nach (4.4.3). Fiir

x > B gilt
/ac e(t)dt = /I(h(t +1) = h(t))dt = /:c+1 h(t)dt — /B+1 h(t)dt,

B B B
wobei B so grof sei, dass alle beteiligten Funktionen auf [B, z| beschrankt (und somit inte-
grierbar) seien. Somit

T 1 B+1
h(z) = / e(t)dt + /0 (h(z) — h(z + u))du + / h(t)dt.

B B

Der dritte Term héngt nicht von x ab. Der zweite Term konvergiert fiir + — oo gegen 0, denn

h(z+u)—h(z) — 0 gleichmé&Big in u € [0, 1] nach dem Satz {iber die gleichméBige Konvergenz.

Wir kénnen also die Summe der beiden Terme mit d(x) bezeichnen, dann ist (4.4.5) erfiillt.
O

Fiir regulér variierende Funktionen nimmt die Karamata-Darstellung die folgende Form an:

Aufgabe 4.4.3. Zeigen Sie: Eine Funktion R : (4,00) — (0,00) ist genau dann reguldr
variierend mit Index o € R, wenn es eine Darstellung der Form

(4.4.6) R(z) = ¢(x) exp {/ zg(:)du} , T >a,
gibt, wobei @ > A und é(x) > 0, £(x) messbare Funktionen sind mit
(4.4.7) ¢:= xlirgo é(x) € (0,00), zlg]élo é(z) = a.

4.5. Abschitzungen fiir regular variierende Funktionen




Satz 4.5.1. Sei L langsam variierend, dann gilt fiir jedes § > 0

lim 7 °L(z) =0, lim 2°L(z) = +oo0.
T—>00 T—>00

BEWEIS. Das folgt aus dem Darstellungssatz (Ubung). O

Korollar 4.5.2. Sei R regular variierend mit Index «, dann gilt fiir jedes 6 > 0

im B8 _o g B2

T—00 Ia+5 T—00 [EO‘_‘S

=0.

BEWEIS. Betrachte die langsam variierende Funktion L(z) := R(z)/x® und wende Satz 4.5.1
an. U

Aufgabe 4.5.3. Sei R regulir variierend mit Index «. Zeigen Sie, dass

{—i—oo, falls o > 0,

lim R(z)=
m R() 0, falls a < 0.

T—r—+00

Aufgabe 4.5.4. Sei R; regulir variierend mit Index a1 und Ry regulédr variierend mit
Index ay. Zeigen Sie, dass die Funktion Rj 4+ Ry regulér variierend mit Index max{a;, as}
ist.

Aufgabe 4.5.5. Sei L langsam variierend. Zeigen Sie, dass

. log L(x)
lim ———=
z—+oo logw

Satz 4.5.6 (Potter, 1942). Sei L langsam variierend. Fiir alle A > 1, 6 > 0 gibt es ein
K = K(A,§) mit

% < AmaX{(i)é, (%)6}, fir alle z,y > K.

(. J

BEWwWEIS. Mit dem Darstellungssatz erhalten wir

1 = ageel [ )

Da ¢(z) — ¢, c(y) — ¢, e(u) — 0 fir x,y,u — +oo, konnen wir ein K finden, so dass
c(x) > c/VA, cly) < ev/Aund e(u) < 0 fiir z,y,u > K. Somit ist

o) /: #du pS

Daraus folgt die Behauptung. O




4.6. Charakterisierung der Grenzwertfunktionen

In der Definition einer reguldr variierenden Funktion f wird verlangt, dass der Grenzwert

o fO)
90 = Jm o
fiir jedes A > 0 existiert und eine bestimmte Form, nédmlich A%, hat. Erstaunlicherweise
reicht es viel weniger zu verlangen: Wenn der Grenzwert g(\) fiir alle A aus einer Menge mit
positivem Lebesgue-Maf existiert, dann existert er fiir alle A > 0 und hat automatisch die
Form \“.

( )

Satz 4.6.1. Sei f: (A, 00) — (0,00) eine messbare Funktion, fiir die der Grenzwert

e 09)
(4.6.1) 90 = lim oS

€ (0,00)

fir alle A aus einer messbaren Menge K C (0,00) mit strikt positivem Lebesgue-Maf
existiert. Dann existiert der Grenzwert g(\) sogar fiir alle A > 0. Weiterhin hat die
Funktion g die Form g(\) = A\* fiir ein @ € R. Die Funktion f ist somit regulér variierend.

(. J

BEWEIS. SCHRITT 1. Es sei A die Menge aller A > 0, fiir die der Grenzwert (4.6.1) in (0, 00)
existiert. Die Menge A ist eine multiplikative Untergruppe von (0, c0), ndmlich

(1) fiir alle A, Ay € A ist auch My € A;

(2) fiir alle A € A ist auch 1/\ € A.
Wir zeigen die erste Eigenschaft: Fiir A\;, Ay € A gilt

(4.6.2) fMdoz) = fudoz)  far) — g(A)g(Ae) filr 2 — 4o0.

/() foz)  f(z)

Der Beweis der zweiten Eigenschaft ist eine Ubungsaufgabe.

SCHRITT 2. Somit ist die Menge S := log A = {logA\: A € A} eine additive Untergruppe
von R. Diese Untergruppe enthilt die Menge log K, die (genauso wie K) messbar ist und
ein strikt positives Lebesgue-Maf} hat. Nach Satz 77 gilt also S = R und somit A = (0, 00).
Die Existenz des Grenzwerts g(A) in (4.6.1) ist somit fiir alle A > 0 bewiesen.

SCHRITT 3. Aus (4.6.2) folgt, dass g eine multiplikative Funktion ist. Auflerdem ist g als
Grenzwert von messbaren Funktionen, siehe (4.6.1), messbar. Nach dem Satz von Ostrowski
hat g die Form g(\) = A* fiir ein o € R. O

Aufgabe 4.6.2 (Satz von Landau, 1911). Eine Funktion L : (4, c0) — (0, 00) sei monoton
(steigend oder fallend) mit der Eigenschaft, dass

L(2
lim ( x)

=1.
T—+00 L(x)

Zeigen Sie, dass L langsam variierend ist.



Aufgabe 4.6.3. Konstruieren Sie eine nicht langsam variierende Funktion L : (0, 00) —
(0,00) mit der Eigenschaft, dass

L(2
lim (22)

=1.
z—+oo L(x)

4.7. Integrale von regulir variierenden Funktionen

Definition 4.7.1. Seien f,g : (A,00) — R zwei Funktionen mit g(x) # 0. Wir sagen,
dass f und g fiir x — 400 asymptotisch dquivalent sind, wenn
S

EACZ
2150 ()

Notation: f ~ g fiir x — oo.
. J

Beispiel 4.7.2. Fir x — oo gilt x ~ x + 2.
Beispiel 4.7.3. Fiir jedes a > —1 gilt

T xa—i—l -1 Ia+1
/ t*dt = ~ , T — 400.
1 a+1 a+1

Wie kann man aber zum Beispiel die Asymptotik des Integrals fl‘r t*(log t)3dt fiir z — 400
berechnen? Man kann wie folgt argumentieren. Die Funktion (logt)? ist langsam variierend,
also unterscheidet sich ihr Wert auf dem ganzen Intervall [z/100, z] nur unwesentlich von
(logx)® (Satz iiber die gleichméBige Konvergenz). Auf dem Intervall [0,2/100] kann der
Unterschied wesentlich sein, allerdings ist dieses Intervall klein und sein Beitrag zum Integral
sollte auch klein sein. Somit kann man vermuten, dass man (logt)® durch (logz)?® ersetzen
kann:

T :L,a+1
/ t*(logt)*dt ~ (log x)? , T — 400.
1 +1

«

Hier ist eine allgemeine Aussage dariiber.

( N

Satz 4.7.4 (Karamata, 1930). Sei L eine langsam variierende Funktion und B so gro8,
dass L auf jedem Intervall der Form [B, B+ ¢| beschriankt ist. Dann gilt fiir jedes v > —1

a5 xa—i—l
4.7.1 *L ~ L .
(4.7.1) /Bt (Odt ~ L), © = +o0

(. J

Beweis. Sei 6 € (0, + 1). Nach dem Satz von Potter konnen wir B’ > B so grofl wihlen,

dass
iéi; < 2max{<§>5, (%)6} . x,y > B.
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Wir konnen die untere Grenze im Integral (4.7.1) auf B’ verschieben, denn dadurch &ndert
sich das Integral nur um eine Konstante. Sei im Folgenden x > B’. Betrachte

JpteLt)dt 1 /1 L(ux)
o L(2)(a+1)  a+1), L(x)
wobei wir die Variable u = t/x eingefiihrt haben. Nun gilt es fiir v € (0, 1)

) L(uz) o
m < L(u:))“ H[B'/x’”(”) S 0s

ua]l[B//le] (u)du,

Es liegt also eine dominierte Konvergenz vor, denn fol u®°du < oo wegen § < a + 1. Mit
dem Satz iiber die domnierte Konvergenz erhalten wir, dass

C ot L(t)dt 1 L
lim fB (t) = / u®du =1,
0

zotoo xH L(z)/(a+1) a+1
was die Behauptung beweist.

Beispiel 4.7.5. Fiir a = 0 erhalten wir, dass

/ L(t)dt ~ xL(z), = — +o0.
B
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