KAPITEL 10

Konvergenz von Punktprozessen

In diesem Kapitel werden wir Verteilungskonvergenz der Punktprozesse einfithren und eini-
ge Beispiele betrachten, in denen Poisson—Prozesse als Grenzwerte von Punktprozessen der
“seltenen Ereignisse” entstehen. Unsere Darstellung ist sehr unvollstéandig, fiir mehr Einzel-
heiten verweisen wir auf das Buch von S. Resnick “Eztreme values, reqular variation and
point processes”.

10.1. Vage Konvergenz

Im Folgenden sei F ein lokal kompakter separabler metrischer Raum. Zuerst werden wir einen
Konvergenzbegriff fiir Radon-MaBe auf E (und somit auch fiir Zdhlmage auf ) einfiihren.

Definition 10.1.1. Eine Menge B C E heift relativ kompakt, wenn ihr Abschluss B
kompakt ist.

Beispiel 10.1.2. Eine Menge B C R? ist relativ kompakt genau dann, wenn sie beschrankt
ist.

( N

Definition 10.1.3. Eine Folge von Radon-Maflen py, po, ... auf E konvergiert vage
gegen ein Radon-Maf} p, wenn

lim p,(B) = pu(B)

n—oo

fiir alle relativ kompakten Borel-Mengen B C E mit u(0B) = 0. Bezeichnung: p,, — .
—00

n
. /

Warum in obiger Definition 7(0B) = 0 gelten muss, soll folgendes Beispiel veranschaulichen.

Beispiel 10.1.4. Betrachte folgende Radon-Mafle auf R: p, = d;/, und p = dp. Fiir das
offene Intervall B = (0,2) gilt p,(B) = 1 fiir alle n € N, aber p(B) = 0. Hatten wir in der
Definition der vagen Konvergenz die Forderung p(0B) = 0 weggelassen, so wiirde p,, nicht
gegen i konvergieren. Das wire ein sehr unnatiirlicher Konvergenzbegrift.

Hier sind einige einfache Beispiele der vagen Konvergenz.

Beispiel 10.1.5. Sei j,, das Mafl mit der Dichte 1j_,, auf R. Dann konvergiert p, vage
gegen das Lebesgue—Maf} auf R.



Beispiel 10.1.6. Sei p,, = d,,. Dann konvergiert pu, vage gegen das Null-Maf.

Wir werden nun eine dquivalente Definition der vagen Konvergenz formulieren. Zuerst miissen
wir stetige Funktionen mit kompaktem Trager definieren, die wir als “Testfunktionen” be-
nutzen werden.

e )

Definition 10.1.7. Eine Funktion f : F — R hat kompakten Triger, falls es eine
kompakte Menge K C F gibt mit f(¢) = 0 fiir alle t € E\ K.

(. J

e )

Definition 10.1.8. Die Menge aller stetigen Funktionen auf £ mit kompaktem Triger
sei mit C.(FE) bezeichnet. Es sei CF(FE) die Menge aller f € C.(E) mit f > 0.

(. J

Nun formulieren wir eine dquivalente Definition der vagen Konvergenz.

( N
Satz 10.1.9. Seien pg, po, ... und 4 Radon-Mafle auf E. Dann sind die folgenden Aus-
sagen #dquivalent:

(1) pn — .
(2) Fiir alle f € CF(E) gilt limy, o [, f(x)pn(dz) = [, f(z)p(dz).

(. J

BEWEIS. Weggelassen. 0

Aufgabe 10.1.10. Zeigen Sie, dass man im obigen Satz C.f(FE) durch C.(F) ersetzen
kann.

Beispiel 10.1.11. Sei p,, = % > icz 0i/n- Dann konvergiert 11, vage gegen das Lebesgue-Mafl

auf R. In der Tat, fiir jedes f € C.(R) gilt

[ tomian =237 (1) o [ soar

da Riemann—-Summen gegen das Riemann-Integral konvergieren.

10.2. Verteilungskonvergenz von Punktprozessen

Sei m ein Punktprozess (= ein zufilliges Zéhlmaf}) auf £ und seien By, ..., By C FE kompakte
Mengen. Dann ist (7(By),...,7(By)) ein k-dimensionaler Zufallsvektor mit Werten in NE.
Vektoren dieser Art heiflen auch endlich-dimensionale Verteilungen von 7.

Wir definieren nun die Verteilungskonvergenz von Punktprozessen.



Definition 10.2.1. Seien 7, my, o, . .. Punktprozesse auf E. Wir sagen, dass 7, gegen 7
in Verteilung konvergiert, falls fiir alle relativ kompakten Borel-Mengen By, ..., By mit
7(0B;) = 0 f.s. gilt, dass

(a(B1), . .., mn(Br)) —= (n(By), ..., m(By)).

n—oo

Mit anderen Worten gilt fiir alle mq, ..., my € Ny:
nh_)rglo Plm,(B1) = ma, ..., m(By) = mg] = Plw(B1) = my, ..., m(Bg) = my).

: d
Bezeichnung: m, — .
n—o0

(. J

Die Bedingung in der obigen Definition ist nicht leicht zu {iberpriifen. Es ist viel angenehmer,
die folgende Charakterisierung der Verteilungskonvergenz von Punktprozessen zu benutzen.

s R\
Satz 10.2.2. Seien 7y, 7y, ... und m Punktprozesse auf FE, dann sind die folgenden Aus-
sagen #dquivalent:

(1) m, s

n—oo
(2) Fiir alle f € CF(E) gilt Y, f(z) -5 Y. f(z).
n n—00
(3) Fiir alle f € CH(E) gilt limy, o0 7, (f) = ¥ (f), d.h.
nh_)IgloE exp{— GZ f(x)} =E exp{—gf(x)}] :

& J
BEWEIS. Weggelassen. 0

Bemerkung 10.2.3. Um die Verteilungskonvergenz der Punktprozesse zu zeigen, reicht es
also die Konvergenz der Laplace-Funktionale fiir jede Testfunktion f € Cf(E) nachzuweisen.

Im Folgenden werden wir eine Reihe von Beispielen der Verteilungskonvergenz von Punkt-
prozessen betrachten.

10.3. Bernoulli-Experimente mit kleiner Erfolgswahrscheinlichkeit

Wir betrachten eine Serie aus unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit einer sehr kleinen
Erfolgswahrscheinlichkeit p. Die Erfolge in einer solchen Serie sind dementsprechend sehr
selten, denn die mittlere Wartezeit auf den ersten Erfolg ist 1/p. Wir interessieren uns fiir
den Punktprozess der Zeitpunkte 77,75, ..., zu denen man Erfolge beobachtet. Der néchste
Satz behauptet, dass der Punktprozess, der aus den Punkten pTh, pT5, . .. besteht, fiir kleines
p durch einen Poisson—Punktprozess mit Intensitéat 1 approximiert werden kann.



Satz 10.3.1. Fiir jedes n € N sei eine Folge ¢,,;, © € Z, von unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen mit

gegeben, wobei lim,, o, np, = A € [0,00). Dann gilt die folgende Verteilungskonvergenz
von Punktprozessen auf R:

=Y ewds — PPP(AdL).

n n—0o0

€L
& J

BeEwEIS. Wir werden Satz 10.2.2 benutzen. Fiir f € CF(R) definieren wir die Laplace—

Funktionale
eXp{ > ) H U(f) = eXp{ > f(x) }]

wobei 7 ein homogener Poisson—Punktprozess auf R mit konstanter Intensitét A sei. Es reicht
zu zeigen, dass lim,, o ¥, (f) = ¥(f). Wegen der Unabhéngigkeit der Familie €,,;, i € Z, gilt:

exp{ S et ( )} _ R ) = [[Re=d) = [[(1+pale™ -1,
€L

i€l i€z i€z
Mit der Approximation log(1l + z) = x + o(x) (fiir x — 0) ergibt sich
log n(/) = 3 1og(1 £ pa(e™/¥ = 1)) = >_pa(e”/H — 1) + R

1E€EL 1EZ

Un(f) =

Un(f) =

wobei R, ein Restterm ist, fiir den wir spéter zeigen werden, dass lim,, ., R, = 0. Es folgt,
dass

1 i
- — I L ) 1) = ® _
Jim log ¢n(f) = lim (nps) - ~ ;EZ (e 1) = A/}R( 1)dt,
wobei letzteres einfach die Definition des Riemann—Integrals ist. Zusammenfassend gilt also

tim vu(f) =exp {2 [ (1= e

was dem Laplace—Funktional eines Poisson—Punktprozesses mit Intensitdt A entspricht. Mit
Satz 10.2.2 folgt, dass

=Y ewds — PPP(AdL).

n NnN—oo
€L

Der Restterm R,, kann wie folgt abgeschitzt werden. Es gilt
R, = (10 14 p, (e fG) — 1)) — ne—f<;>_1><_ 2 (616 —
iEZZ g(1+ pa( )) = Pl )_2iezzp(

wobei wir die Ungleichung |log(1 + x) — x| < 2?/2 fiir z > 0 benutzt haben. Die Funktion
f hat einen kompakten Tréger, also verschwindet sie aulerhalb eines Intervalls [—A, A]. Es
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folgt, dass hochstens 2An Werte von f(i/n) (und somit hochstens 2An Summanden in der
obigen Summe) ungleich 0 sind. Somit ergibt sich

|R,| < 2AnMp? = o(1),
wobei M das Supremum von (e~/ —1)? ist und wir benutzt haben, dass lim,, o, np? = 0. O

Als Anwendung des obigen Satzes werden wir nun zeigen, dass die Zeitpunkte, zu denen eine
Folge von u.i.v. Zufallsvariablen einen sehr hohen Schwellenwert iiberschreitet, nach einer
Normierung gegen einen Poisson—Punktprozess konvergieren.
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ABBILDUNG 1. Uberschreitungen eines hohen Schwellenwerts in einer Folge von
u.i.v. Zufallsvariablen

Satz 10.3.2. Seien X;, i € Z, u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'. Sei u,
eine Folge mit lim,, o nF(u,) = A € [0,00). Dann gilt die folgende Verteilungskonver-
genz von Punktprozessen auf R:

3> 6: =5 PPP(Adt).

n m—00
PEL: X >Unp,

(. J

BEWEIS. Betrachte die Zufallsvariablen e,; := 1x,~,,, ¢ € Z. Diese nehmen Werte 0 und 1
an, und es sei p, := Ple,; = 1]. Dann ist

lim np, = lim nP[e,; = 1] = lim nF(u,) = \.

n—00 n—00 n—0o0

Damit sind die Bedingungen von Satz 10.3.1 erfiillt und die Behauptung folgt. U

10.4. Konvergenz der Binomialpunktprozesse gegen die Poisson—Punktprozesse

In diesem Abschnitt beweisen wir einen allgemeinen Satz {iber die Konvergenz einer Folge
von Binomialpunktprozessen gegen einen Poisson—Punktprozess.



Satz 10.4.1. Fiir alle n € N seien Y,1,...,Y,, : Q@ — E ui.v. Zufallselemente mit
Werten in £ und Verteilung p,. D.h. p, sei ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf £ mit
tn(B) = P[Y,, € B] fur alle Borel-Mengen B C E. Es gelte auflerdem fiir ein Radon—
Maf p auf E, dass

Nhly — (L.

n— o0
Dann gilt die folgende Verteilungskonvergenz von Punktprozessen auf E:

Z5Y L5 PPP(p).

n—00
=1

(. J

Beispiel 10.4.2. Seien Yy, ..., Yy, gleichverteilt auf dem Quadrat [0, /n]?. Dann ist y, ein
Wahrscheinlichkeitsmafl mit der Dichte %]l[o, v/m2 und man kann leicht zeigen, dass nu, vage
gegen das Lebesgue-Maf3 auf der Viertelebene [0, 00)? konvergiert. Es folgt, dass > dy,
gegen einen Poisson—Punktprozess mit Intensitdt 1 auf der Viertelebene konvergiert.

BEWEIS VON SATZ 10.4.1. Sei f € CF(E), dann gilt

Un(f) izEeXp{— > f(a:)} :]Eexp{—Zf(Ym.)} :EHe—f(Ym)_

TETY

Wegen der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen Y1, .. .Y}, kann man diesen Ausdruck wie
folgt schreiben:

H]Ee Vi) H/ 10 (dt) ﬁ( fE(l—eZt))Wn(dt))

=1

Wegen ni,(t) — p(t) fiir n — oo folgt schlieflich:
n—oo

vl f) = (1 . e_f(t))"“”@t)) —rew{- [a-eOuan ],

n

was das Laplace-Funktional eines Poisson-Punktprozesses mit Intensitat p ist. Mit Satz
10.2.2 folgt, dass 7, in Verteilung gegen PPP(u) konvergiert. O

10.5. Konvergenz der extremen Ordnungsstatistiken: Gumbel—Fall

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die oberen extremen Ordnungsstatistiken einer
u.i.v. Stichprobe aus dem Gumbel-Max—Anziehungsbereich durch einen Poisson—Punktprozess
approximiert werden kénnen. Die beiden anderen Max—Anziehungsbereiche werden im néchsten

Abschnitt behandelt.

| 1




Satz 10.5.1. Seien X7, Xy, ... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max—Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung A(x) = e~ ", d.h. es gebe Folgen a,, > 0 und b,, € R mit

max{Xy,..., X} —a, A

b, n—00

(10.5.1)

Dann gilt die folgende Verteilungskonvergenz der Punktprozesse auf R:

bn, n—o0

Tp =D Oxi-an — PPP(e7'dt).
=1

-
-

F

ABBILDUNG 2. Drei unabhéngige Realisierungen des Poisson-Punktprozesses
mit Intensitét e~* auf R. Das Bild zeigt das Intervall [—5, 3].

Bemerkung 10.5.2. Sei 7 der Poisson—Punktprozess mit Intensitit e”* auf R. Fiir jedes

x € R ist die Anzahl der Punkte von 7 im Intervall (z,00) fast sicher endlich, denn es gilt

7((z,00)) ~ Poi ( / h e—tdt> — Poi(e?).

Insbesondere ist die erwartete Anzahl der Punkte auf der positiven Halbachse gleich 1. Auf
der anderen Seite, ist die Anzahl der Punkte im Intervall (—oo, x) fast sicher unendlich, denn

7((—00, ) ~ Poi (/ e—tdt) — Poi(0).

— 00

Wir konnen also die Punkte von 7 absteigend anordnen: Y} > Y5 > ... und es gilt lim,, , Y,, =
—o0. Wie ist nun Y) verteilt? Der obige Satz ldsst vermuten, dass Y; eine Gumbel-Verteilung
haben sollte. Das ist in der Tat richtig, denn

—x

P[Y; < a] = Plr((z,00)) = 0] = e~ ",
da 7((x, 00)) ~ Poi(e™®).

Aufgabe 10.5.3. Bestimmen Sie die Verteilung von Yy, k € N.

Aufgabe 10.5.4. Bestimmen Sie die gemeinsame Dichte des Vektors (Y7,...,Ys).

BEWEISIDEE VON SATZ 10.5.1. Wir wissen, dass die Konvergenz in (10.5.1) genau dann
gilt, wenn

lim nP[X, > a, +tb,] = e’

n—oo

7



fiir alle ¢ € R. Wir definieren Y,,; := &= fiir i = 1,...,n und p,(B) = P[Y;; € B] fiir
B € B(R). Dann gilt fiir Mengen B der Form [t, 00):
Xl — Qp :|

npiy ([t, 00)) = nP[Y,; > t] = nP [b— >t

Betrachten wir als ndchstes Mengen B der Form [¢y,t5):

npn([t1,t2)) = 1 pn([tr,00)) = 1 pn([ta, 00)) —> e —e7" = / et = p([t1, t2))-

n—oo t
1

Dieser Beweislogik folgend lasst sich die Konvergenz auch fiir beliebige relativ kompakte
Borel-Mengen B C R zeigen:

lim njin(B) = pu(B),
n—oo
worauf wir hier verzichten wollen. Mit Satz 10.4.1 folgt die Behauptung. U

Beispiel 10.5.5. Seien Xi, X5, ... unabhéngige und identisch exponentialverteilte Zufalls-
variablen mit Parameter 1, d.h. P[X; > ] = e~ fiir ¢ > 0. Dann gilt nach Satz ??

max{Xi,...,X,} —logn -4 e "

n—o0

Mit Satz 10.5.1 folgt nun

S 6xictogn —— PPP(e™'dt).
n—oo
i=1
Beispiel 10.5.6. Seien X, X, ... unabhéngige und identisch standardnormalverteilte Zu-
fallsvariablen. Wir haben bereits gezeigt, dass

v 2logn (max{Xy,..., X} —a,) s e

n—oo

1 oglogn (0] ™ .
mit a, = /2logn — 2! gl\/gﬂjglng%f. Es folgt mit Satz 10.5.1, dass

> 6 e (xian) — PPP(e”dt).

- n—00
=1

Im néchsten Satz geben wir eine explizite Konstruktion des Poisson—Punktprozesses 7 ~
PPP(e~'dt) als eine Transformation des homogenen Poisson-Punktprozesses Y - dp, mit
Intensitit 1 an.

( )

Proposition 10.5.7. Es sei Y >°, dp, ein homogener Poisson—Punktprozess mit Inten-
sitat 1 auf (0, 00). Dann gilt

> 6 105 p, ~ PPP(e”'dt).
n=1




LN
——_ | [ []

ABBILDUNG 3. Poisson—Punktprozess mit Intensitét 1 (horizontale Achse) wird
mit der Transformation T'(z) = — log x auf den Poisson—Punktprozess mit Intensitét
et (vertikale Achse) transformiert.

BEwEIs. Wir benutzen den Transformationssatz fiir Poisson—Punktprozesse fiir die Abbil-
dung T': (0,00) = R, T'(z) = —logz. Sei v das Lebesgue-Maf} auf (0, 00). Mit dem Trans-
formationssatz fiir Poisson—Punktprozesse folgt:

> " 6r(p,) ~ PPP(Tv).

n=1

Wir miissen noch nachweisen, dass die Dichte des Bildmafies Tv gleich e~ ist. Es gilt

b
(Tv)((a,0)) = (T~ ((a,))) = v((e™",e™")) =" —¢™" = / e~'dt.

Deshalb folgt die Behauptung. U

Aus der Konvergenz der Punktprozesse in Satz 10.5.1 folgt die Konvergenz der extremen
Ordnungsstatistiken. Wir werden hier keinen exakten Beweis geben. Die Idee besteht darin,
dass man die extremen Ordnungsstatistiken als ein stetiges Funktional des Punktprozesses
ansehen kann. Nach dem Satz {iber die stetige Abbildung folgt aus der Verteilungskonver-
genz der Punktprozesse die Verteilungskonvergenz der extremen Ordnungsstatistiken. Wir

erinnern an die Notation M,(lk) =X k1, E=1,...,n.

f N

Korollar 10.5.8. Unter Voraussetzungen von Satz 10.5.1 gilt fiir alle £ € N

M7(Ll) — Qp, M?S,k) — Qp, d
( ey —>(§/1’-~7Yk)7

b, b, S

wobei Y] > Y, > ... die Punkte des Poisson-Punktprozesses m mit Intensitit e~ auf R

seien.
NS J




10.6. Konvergenz der extremen Ordnungsstatistiken: Fréchet und Weibull-Fall

In Satz 10.5.1 haben wir Zufallsvariablen aus dem Max—Anziehungsbereich der Gumbel—-
Verteilung betrachtet. Nun formulieren wir einen &hnlichen Satz fiir den Max—Anziehungsbereich
der Fréchet—Verteilung.

N
J

Satz 10.6.1. Seien X7, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max—Anziehungsbereich
der Fréchet—Verteilung ®,, o > 0, d.h. es gebe eine Folge b, > 0 mit

Xi,..., X,
max{Xy,..., X,} N

by, n—00

(10.6.1)

Dann gilt die folgende Konvergenz der Punktprozesse auf (0, 00):

o o
;5)9 —>PPP( dt).

By, N—00 o+l

Dabei bedeutet die Notation Z/, dass alle Punkte X; mit X; < 0 aus der Summe per
Konvention ausgeschlossen werden.

& J
amunen s+ . . ° °
i v oz 04 hd [Chad 08 10
 ————— . oo . .
02 hdd 04 v 06 v 08 10
 ———— o oo
. 02 bl 04 06 08 10

ABBILDUNG 4. Drei unabhéngige Realisierungen des Poisson—Punktprozesses
mit Intensitit ¢=2d¢ auf (0, 00). Das Bild zeigt das Intervall [0, 1].

Bemerkung 10.6.2. Sei 7 der Poisson—Punktprozess mit Intensitit at~(*+1) auf (0, 00).
Fiir jedes x > 0 ist die Anzahl der Punkte von 7 im Intervall (z, 0o) fast sicher endlich, denn
es gilt

7((x,00)) ~ Poi (/OO at<a+l>dt) = Poi(z™®).

Auf der anderen Seite ist die Anzahl der Punkte im Intervall (0,x) fast sicher unendlich,
denn

7((0,2)) ~ Poi </Ox at—<a+1>dt> = Poi(o0).

Aufgabe 10.6.3. Es sei Y1 > Y5 > ... > 0 die absteigende Anordnung der Punkte von
m. Zeigen Sie, dass Y7 Fréchet—verteilt mit Parameter « ist. Bestimmen Sie die Verteilung
von Yy, k € N, und die gemeinsame Verteilung von (Y7,...,Y%).

BEWEISIDEE VON SATZ 10.6.1. Bedingung (10.6.1) gilt genau dann, wenn
1

G

lim nP[X; > b,t]

n—oo
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fir alle ¢ > 0. Wir definieren die Zufallsvariablen Y,,; = Z(—]l x,>0- Is sei p, die Verteilung
von Y,,;. Wir betrachten zuerst Mengen der Form [t, 00):

N, ([t, 00)) = nP[Y,; > t] = nP[X; > tb,] — 1

n—oo &

Betrachten wir nun Mengen der Form [t,%5) mit 0 < t; < ty:

a1, 10) = i (1,00) = m(t00)) 3 e~ = [ g

Dieser Beweislogik folgend lasst sich die Konvergenz auch fiir beliebige relativ kompakte
Borel-Mengen B C (0, 00) zeigen, worauf wir hier verzichten wollen. Es folgt:

: a
lim npu,(B) :/Btaﬁdt.

n—oo

Damit ist Satz 10.4.1 anwendbar und die Behauptung ist bewiesen. 0

Beispiel 10.6.4. Seien X, Xy, ... u.i.v. Pareto-verteilt mit Parameter a > 0, d.h. P[X; >
t] = tia fiir alle ¢ > 1. Wir haben in Satz 7?7 gezeigt, dass Pareto—verteilte Zufallsvariablen
im Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung liegen, ndmlich
X1, X,
max{Xy,...,X,} N

nl/a n—00

Mit Satz 10.6.1 gilt dann auf (0, c0):

" ) .
;5 v, -L PPP (—dt) .

wl/a n—oo ta+l

Beispiel 10.6.5. Es seien X7, X5, ... Cauchy—verteilt mit Dichte m, t € R. Wir wissen,
dass

max{Xy,..., X,} 4

n n—oo

Somit folgt aus Satz 10.6.1, dass auf (0, 00)

n mM—o0

d e
5x. Ly PPP (tcmdt) .

Aus Symmetriegriinden folgt aber auch, dass auf (—oo, 0)

5x, —25 PPP <Ldt) .

n N—00 (—t)a‘H

Man kann sogar beide Fille vereinigen und zeigen, dass auf F = R\{0} gilt
n 4 a
Zl(s? — PPP (Wdt> :

Es sei bemerkt, dass wir den Punkt 0 ausschlieBen miissen, denn die Punkte des Poisson—
Punktprozesses auf der rechten Seite héufen sich an der Stelle 0.

11



Zum Schluss betrachten wir noch den Max—Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung V..

Satz 10.6.6. Seien X7, Xs,... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max—Anziehungsbereich
der Weibull-Verteilung ¥, a > 0, d.h. der rechte Endpunkt z* sei endlich und es gebe

eine Folge b, > 0 mit

max{Xy,..., X, } —z* g

by, n—00

Dann gilt die folgende Konvergenz von Punktprozessen auf (—oo, 0):

> " 0xae —5 PPP (a(—)°7dt).
— br n—oo

& J

BEWEIS. Weggelassen. 0]
Beispiel 10.6.7. Seien X, X5, ... unabhingig und identisch gleichverteilt auf [0, 1]. Es gilt:

n(max{Xy,..., X, —1) -5 e* = ¥, (z), x<O0.
n—oo
Dann folgt aus Satz 10.6.6, dass
> buxi—1y —— PPP(dt) auf (—o0,0).
n—oo
i=1
Aus Symmetriegriinden gilt auch

> " 6ux, —= PPP(dt) auf (0,00).

- n—00
=1

10.7. Konvergenz der Rekordzeiten gegen einen Poisson—Punktprozess

Seien X7, Xo,... w.i.v. Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion F. Wir benutzen
die Notation M, = max{Xj,..., X, } fiir das Maximum der ersten n Zufallsvariablen bzw.
& = 1x;5m;_,,7 = 1,2,... fiir die Indikatorvariable des Ereignisses, dass zum Zeitpunkt j ein

neuer Rekord aufgestellt wird. Die ebenfalls bereits behandelten Rekordzeiten L(1), L(2), ...
werden weiterhin wie folgt definiert: L(1) = 1 und

Lin+1)=min{j > L(n): =1}, n=12....

Der néchste Satz behauptet, dass die Folge der Rekordzeiten wie ein Poisson—Punktprozess
aussieht, wenn man sie aus einer sehr groflen Entfernung betrachtet.

Satz 10.7.1. Es gilt

> dt
Ty 1= Z(h(i) 4, ppp <?> auf (0,00).

- n N—00
=1
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BEWEIS. Wir zeigen die Konvergenz der Laplace-Funktionale. Sei f € CF(0,00). Es gilt

() :=Eexp{— > f(as)} =EeXp{—§;f (?)} - Eexp{—iéjf (%)}

TETH

weil §; immer dann 0 ist, wenn kein Rekord an Stelle j vorliegt. Man kann obiges auch wie
folgt schreiben und wegen der Unabhéngigkeit der §; nach Satz von Rényi umformen:

bl f) ZEHexp{—fjf (—)} _ HEeXp{—fjf (—)} 1] (1 _Li f<n>) ?
, n , n . J
Jj=1 7j=1 j=1
wobel sich die letzte Gleichheit ergibt, da ebenfalls mit dem Satz von Rényi P[¢; = 1] =
1-P¢ =0]= % gilt. Es folgt:

log ¥ (f) = ilog (1 + % (e—ﬂ%) - 1)) — il (e—ﬂ%) - 1) + Ry,
=1 j

~J

wobei hier R, ein Restterm ist, der, wie wir spéter zeigen werden, gegen 0 geht, und wir die
Taylorentwicklung log(1 + x) = x + o(x) im Auge behalten. Definiert man

o£)- e

und lasst n gegen unendlich gehen, so folgt:

o0

log a(f) = - i B 1)+ Ry — [ gyt = /OOO (e — 1) 4

n n—00 t
im1 J 0

wobei wir hier die Konvergenz einer Riemann-Summe gegen das Riemann-Integral benutzt
haben. Schliellich ist zu beobachten, dass

lim 4, (t) = exp {_/000 (e’f(t) — 1) %} )

n—o0

was die Laplace-Transformierte eines Poisson—Punktprozesses auf (0,00) mit Intensitét %
ist. Zu zeigen ist nur noch, dass lim,_,« R, = 0. Mit der Ungleichung |log(1+ z) — z| < 22
ergibt sich, dass

lex1 g 2 11 j 1 [
Ri< IS L (e o) = Ll (d N_/ ()t — 0,
| ‘_ZZZ:j? ¢ anjzlg n 2n J, g°(1) n—o0
was die Behauptung beweist. 0

10.8. Konvergenz gegen den Extremwertprozess

In den vorherigen Abschnitten haben wir Sétze iiber die Konvergenz der oberen Ordnungs-
statistiken gegen Poisson-Punktprozesse formuliert. Man kann diese Sitze erweitern indem
man die Positionen der Beobachtungen beriicksichtigt, wo extrem grofle Werte auftreten.

| |
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Satz 10.8.1. Seien X7, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max—Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung A(x) =e=¢", d.h. es gebe Folgen a,, > 0 und b, € R mit

max{Xi,..., X} —a, Ay

b, n—00

(10.8.1)

Dann gilt die folgende Verteilungskonvergenz der Punktprozesse auf [0, 1] x R:

n d _
T, = Za(%xib;an) — PPP(ds x e tdt).
=1

/

BEWEIS. Weggelassen.

O

Der Punktprozess auf der rechten Seite kann wie folgt konstruiert werden. Seien Y; > Yy > ...

die Punkte des Poisson—Punktprozesses mit Intensitét e

—t

Uy, Uy, ... uwiv. Zufallsvariablen, die gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1] sind. Dann gilt

> S,y ~ PPP(ds x e”'dt).

i=1

10p

08}f

ABBILDUNG 5. Poisson—Punktprozesse aus Sétzen 10.8.1 und 10.8.4.

auf R. Unabhéngig davon seien

Der obige Satz macht den folgenden “funktionalen Grenzwertzsatz” fiir den Maximumspro-
zess plausibel. Zuerst benotigen wir eine Definition.

14



Definition 10.8.2. Der stochastische Prozess {Z;: t € [0, 1]} mit
Zy = max Y;

ieN: U; <t

heifit der Gumbel-Extremwertprozess.
. J

s M)

Satz 10.8.3. Unter Voraussetzungen von Satz 10.8.1 konvergiert der Prozess

{(Mpy —bn)/an: t € [0,1]}
gegen den Gumbel-Extremwertprozess im Sinne der endlich—dimensionalen Verteilungen.
D.h. firalle 0 < t; < ... <t <1 gilt

MTL _bn Mn _bn
(LL) N A

(07% an n—00

(. J

BEWEIS. Weggelassen. 0

Ahnliche Sitze kann man auch fiir die beiden anderen Max—Anziehungsbereiche formulieren.
Wir betrachten hier nur den Fréchet—Fall.

s M)

Satz 10.8.4. Seien X7, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max—Anziehungsbereich
der Fréchet—Verteilung ®,, a > 0, d.h. es gebe eine Folge b, > 0 mit

Xi,..., X,
max{Xy,..., X, } N

b, n—00

(10.8.2)

Dann gilt die folgende Konvergenz der Punktprozesse auf [0, 1] x (0, c0):

/ d (0%

> (s x1) — PPP (ds x ).

Dabei bedeutet die Notation Z', dass alle Punkte X; mit X; < 0 aus der Summe per
Konvention ausgeschlossen werden.

. J

BEWEIS. Weggelassen. 0

10.9. Allgemeiner Extremwertprozess

Seien X7, X, ... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunk-
tion F. Sei M, = max{Xy,...,X,}. Es gilt M; < My, < M3 < .... Im néchsten Satz
beschreiben wir die endlich dimensionalen Verteilungen des Prozesses My, M, . . ..

15



Satz 10.9.1. Seien t; < ty < ... < tg, mit t; € Ny und z1,...,2, € R. Die Verteilung
von (My,, ..., M) ist gegeben durch:

I[D[Mtl S L1,y .. 7Mtk S xk]
= Fhe—ter (g Y Fle—1—te—2(minday 1, 2}) - ... - FA(min{zy,...,z:}).

. J
Bemerkung 10.9.2. Es gilt die Markov—FEigenschaft:
PM, 1 <ulMy =mq,..., M, =m,| =P[M,1 <u|M, =m,].

Der néchste Satz zeigt, dass man den Maximumsprozess (M;)sen in einen Extremwertprozess
(Zi)1>0 in stetiger Zeit einbetten kann. Es sei z, bzw. 2* der linke bzw. der rechte Endpunkt
der Verteilungsfunktion F'.

e R
Satz 10.9.3. Sei m = >/~ d(x,,vi) ~ PPP(u) auf [0,00) X (24, 2*] mit
p((a, b x (¢, d]) = (b —a) - (log F'(d) — log F'(c)).
Sei Z; = sup{Yy : X <t} mit £ > 0. Dann gilt

(My)ien 2 (Zs)sen.

& J

BEWEIS. Seien t; < ty < ... < t, mit t; € N, dann gilt:
PZy, <wuy,....Zy, <w) =Pr(A;)=0fiirale j=1,... k| :P[W(U”

7=1

A;) =0],
wobei hier

Aj = [tj—h tj] X (min{uk, Uk—1y - - - ,Uj}, ZE*)
Obiges lésst sich, da 7 ein Poisson-Punktprozess ist, zu Folgendem vereinfachen:

PlZ, < ..., Z, <u] = e (o) = e He L) log F(min{ug o),

Somit gilt
P[Ztl S Ulyew vy Ztk S Uk] = P[Mtl S U,y ... 7Mtk S Uk]
U

Beispiel 10.9.4. Fiir F(x) = e " stimmt der Prozess Z; mit dem oben eingefiihrten
Gumbel-Extremwertprozess iiberein.
x>k
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