KAPITEL 1

Extremwertverteilungen

1.1. Verteilung des Maximums

Seien X7, Xs, ... unabhéngige und identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen.

( M)
Definition 1.1.1. Die Verteilungsfunktion F' von X; ist definiert durch
F(t)=PX, <t], teR
Die Tailfunktion F von X; ist definiert durch
Ft)y=1-F@1t)=P[X; >t], teR

(. J

Die Verteilungsfunktion F' ist monoton steigend. Die Tailfunktion F' hingegen ist monoton
fallend.

Mit M,, bezeichnen wir das Maximum von X1,..., X,:

M, = max{X;,..., X}, neN.
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ABBILDUNG 1. Veranschaulichung von M,,.

Satz 1.1.2. Die Verteilungsfunktion von M, ist gegeben durch
P[M, <t|=F"(t) fir allet € R.




BEWEIS. Aus der Definition des Maximums M, folgt, dass
P[M, <t] =Pmax{Xy,..., X, } <t]| =P[X; <t,..., X, <t].
Da Xi,..., X, unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt
PX, <t ..., X, <t]=PX, <t]-...-PX, <t]=F"(t).
Zusammen ergibt sich P[M,, < t] = F"(t). O

Aufgabe 1.1.3. Seien X7,..., X, u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Be-
stimmen Sie die Verteilungsfunktion des Minimums m,, := min{ X, ..., X, }.
Hinweis: Es ist einfacher, die Tailfunktion von m,, zu berechnen.

Aufgabe 1.1.4. Seien Xq,..., X, u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'. Be-
stimmen Sie die gemeinsame Verteilungsfunktion von m,, und M,,, d.h. berechnen Sie die
Wabhrscheinlichkeit P{m,, < z, M,, < y].
Wir werden uns fiir die Eigenschaften von M, fiir groBe Werte von n interessieren. Im
folgenden Satz berechnen wir den Wert, gegen den die Zufallsvariable M,, fiir n — oo in
Wahrscheinlichkeit konvergiert.

Definition 1.1.5. Der rechte Endpunkt der Verteilungsfunktion F' ist definiert durch
" =sup{t e R|F(t) < 1} = inf{t e R|F(t) =1} € RU {+00}.

Erreicht die Verteilungefunktion F' nie den Wert 1, so ist z* = +o0.

Der rechte Endpunkt kann endlich oder 400 sein:

A Fall 1: x* endlich A Fall 2: x* =
F() F(t)

e //‘
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ABBILDUNG 2. Veranschaulichung von x*

Der rechte Endpunkt x* ist das supremum aller Werte, die die Zufallsvariable X; annehmen
kann, wobei aber Werte ignoriert werden, wenn ihre Wahrscheinlichkeit gleich 0 ist. Der Wert
x* heifit auch das essentielle supremum von X; und wird mit esssup X; bezeichnet.

Satz 1.1.6. Fiir n — oo konvergiert die Zufallsvariable M,, in Wahrscheinlichkeit gegen
den Wert z*.




BEWEIS. Wir betrachten zwei Falle.

FALL 1. Sei zuerst z* endlich. Fiir jedes € > 0 gilt F(z* — ¢) < 1, wobei die Ungleichung
strikt ist. Aus Satz 1.1.2 folgt, dass

lim P[M,, <z*—¢] = lim F"(z* —¢) = 0.

n—o0 n—o0

Auferdem gilt P[M,, > z* + <] = 0. Es folgt
lim P[|M,, — 2¥| > ¢] = lim (P[M,, < 2" —¢] +P[M,, > 2" +¢]). =0

n—00 n—00

Somit gilt M, R

FALL 2. Sei nun z* = 400. Wir zeigen, dass fiir jedes noch so grofles A € R
lim P[M,, < A] =0.

n—oo

Aus z* = oo folgt, dass F/(A) < 1, wobei die Ungleichung strikt ist. Mit Satz 1.1.2 folgt
lim P[M,, < A] = lim F"(A)=0.

n—o0 n—oo

Somit gilt M, 5 oo 0
Aufgabe 1.1.7. Zeigen Sie, dass M, sogar fast sicher gegen x* konvergiert.

1.2. Definition der Extremwertverteilungen und deren
Max—Anziehungsbereiche

Wir werden uns fiir die Gestalt der Verteilungsfunktion des Maximums M,, = max{Xy,..., X, }
fiir grole Werte von n interessieren. Zunéchst einmal erinnern wir uns an zwei klassische Satze
iiber die Verteilung der Summe X; + ...+ X,,.

Das starke Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass fiir u.i.v. Zufallsvariablen X, X, ...
mit endlichem Erwartungswert p

n n—oo

Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass fiir u.i.v. Zufallsvariablen X, X5, ... mit endli-
chem Erwartungswert u und endlicher Varianz 0% > 0 die Verteilungskonvergenz

X o+ X, -
1. 4y N(0,1)
J\/ﬁ n—00

gilt, wobei N (0, 1) eine Standardnormalverteilung bezeichnet.

Wir wollen nun ein Analogon des zentralen Grenzwertsatzes fiir das Maximum M,, herleiten.
Seien also X7, Xo,... u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Wir fragen uns, ob
es Folgen von Konstanten a,, > 0, b, € R und eine Verteilungsfunktion G gibt, so dass fiir
n — oo die folgende Verteilungskonvergenz gilt:

M, — b,
(1.2.1) R N
Qp, n—00



Es sei bemerkt, dass wir in (1.2.1) eine Normierung von M, mit beliebigen Foglen a,, und
b, (und nicht nur mit dem Erwartungswert und der Standardabweichung) zulassen, da in
vielen interessanten Féllen der Erwartungswert und die Varianz gar nicht existieren.

Die Verteilungskonvergenz in (1.2.1) bedeutet, dass

lim P [M < t} = G(t)

n— 00 an,
fiir alle Stetigkeitspunkte ¢ von G. Eine dquivalente Formulierung ist diese:
(1.2.2) lim F"(ant + b,) = G(t)
n—oo

fiir alle Stetigkeitspunkte ¢ von G.

Wenn (1.2.1) bzw. (1.2.2) gilt, so sagen wir, dass G eine Extremwertverteilung ist und
dass die Verteilungsfunktion F' (bzw. die Zufallsvariablen X;) im Max-Anziehungsbereich
von G liegt.

Bemerkung 1.2.1. Es gibt einen Spezialfall von (1.2.1) und (1.2.2), der nicht interessant
ist, und den wir deshalb ausschliefen mdéchten. Eine Zufallsvariable Z, bzw. deren Vertei-
lungsfunktion G(t) = P[Z < t], heifit degeneriert, wenn es einen Wert ¢ mit P[Z = ¢| = 1,
bzw.

(1.2.3) G(t) = {O’ b<o

1, t>c¢

gibt. Fiir jede Verteilungsfunktion F' kann man durch die “falsche” Wahl der Konstanten
Ay, by, erreichen, dass (1.2.1) bzw. (1.2.2) mit einer degenerierten Verteilungsfunktion G gilt.
Man kann zum Beispiel b,, = 0 und a,, derart schnell steigend wéhlen, dass M, /a, gegen 0 in
Verteilung konvergiert (Ubungsaufgabe). Deshalb werden wir im Folgenden die degenerierten
Verteilungsfunktionen G der Form (1.2.3) aus unseren Definitionen ausschliefien.

( N

Definition 1.2.2. Der Max-Anziehungsbereich einer nichtdegenerierten Verteilungs-
funktion G besteht aus alllen Verteilungsfunktionen F', fiir die es zwei Folgen a,, > 0
und b,, € R gibt, so dass

(1.2.4) lim F"(ant+b,) = G(t)

n—o0

fiir alle Stetigkeitspunkte ¢ von G.

(. J

Den Max-Anziehungsbereich von G werden wir mit MDA(G) (maximum domain of at-
traction) bezeichnen. Wir werden im Folgenden sehen, dass es nur sehr wenige Verteilungs-
funktionen GG mit einem nicht-leeren Max-Anziehungsbereich gibt.

Definition 1.2.3. Eine nichtdegenerierte Verteilungsfunktion G heifit eine Extrem-
wertverteilung, wenn der Max—Anziehungsbereich von G nicht leer ist.




Somit ist G eine Extremwertverteilung, wenn es eine Verteilungsfunktion F' und zwei Folgen
a, > 0 und b, € R gibt, so dass (1.2.4) gilt.

Bemerkung 1.2.4. Spiter werden wir sehen, dass alle Extremwertverteilungsfunktionen
stetig sind. Deshalb kann man Definition 1.2.2 vereinfachen, indem man die Einschrankung
auf die Stetigkeitspunkte von ¢ weglisst und stattdessen verlangt, dass (1.2.4) fiir alle t € R
gilt.

Bemerkung 1.2.5. Wir machen in diesem Skript keinen Unterschied zwischen einer Vertei-

lung (die ein Wahrscheinlichkeisma$l auf R ist) und der dazugehérigen Verteilungsfunktion.
Zum Beispiel bezeichnen wir oft eine Verteilungsfunktion als “Extremwertverteilung”.

1.3. Drei Beispiele von Extremwertverteilungen: Gumbel, Fréchet, Weibull

Mit der obigen Definition ist es nicht klar, ob Extremwertverteilungen iiberhaupt existieren.
Im Folgenden werden wir drei Beispiele von Extremwertverteilungen (oder sogar Familien
von Extremwertverteilungen) konstruieren. Spater werden wir zeigen, dass es bis auf lineare
Transformationen keine weiteren Extremwertverteilungen gibt.

Wir erinnern daran, dass wir mit X;, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion
F bezeichnen. Weiterhin, sei M,, = max{Xj,..., X,}.

—t

Gumbel—Verteilung A(t) = e~

Definition 1.3.1. Eine Zufallsvariable hat Gumbel—Verteilung, wenn IThre Vertei-
lungsfunktion die folgende Gestalt hat:

t

At)y=e*, teR.

ABBILDUNG 3. Verteilungsfunktion der Gumbel-Verteilung.

Der néchste Satz zeigt, dass die Gumbel-Verteilung eine Grenzwertverteilung fiir Maxima
von u.i.v. exponentialverteilten Zufallsvariablen ist.
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Satz 1.3.2. Die Zufallsvariablen X, X5, ... seien unabhéngig und exponentialverteilt
mit Parameter 1, d.h.
Fit)=1—e" t>0.
Dann konvergieren fiir n — oo die Zufallsvariablen M,, — logn in Verteilung gegen A,
d.h.
lim P[M, —logn <t]=¢°", tekR

n—oo

127

101

ABBILDUNG 4. Eine mit Parameter 1 exponentialverteilte Stichprobe vom
Umfang n = 5000.

BEWEIS. Sei t € R beliebig. Mit Satz 1.1.2 gilt
P[M,, —logn < t] =P[M, < t+logn|= F"(t+ logn).

Die Zufallsvariablen X; sind exponentialverteilt und ¢+ logn > 0 fiir n hinreichend grof3. Es
folgt, dass bei einem hinreichend grofien n,

i\
P[M, —logn < t] = (1 — ¢~ (Hleem)yn — (1 - e_) — e
n n—00

Somit gilt M, —logn - A. O

n—o0

Bemerkung 1.3.3. Geméf Satz 1.3.2 liegt die Exponentialverteilung im Max—Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung:

Exp(1) € MDA(A).
Die Gumbel—Verteilung ist somit eine Extremwertverteilung. Man kann Satz 1.3.2 wie folgt
interpretieren: Fiir groles n nimmt das Maximum M,, Werte an, die sich von dem Wert logn
um eine approximativ Gumbel-verteilte “Fluktuation” unterscheiden.

Fréchet—Verteilung @, (t) = e " ¢t > 0



Definition 1.3.4. Eine Zufallsvariable heifit Fréchet—verteilt mit Parameter a@ > 0,
wenn ihre Verteilungsfunktion die folgende Gestalt hat:

Y >0
B, () = {e ! !

0, t<0.

ABBILDUNG 5. Verteilungsfunktionen der Fréchet—Verteilungen mit a =
1.0,1.5,2.0,2.5,3.0.

Der néchste Satz zeigt, dass Fréchet—Verteilung eine Extremwertverteilung ist.

( )
Satz 1.3.5. Die Zufallsvariablen X1, X5, ... seien Pareto—verteilt mit Parameter o > 0,

d.h.
_ 4« >
Ft) = 1—t ¢t>1,
0, t<1.

Dann konvergieren fiir n — oo die Zufallsvariablen n=aM, in Verteilung gegen @, d.h.

es gilt
M, -t
lim P | gl 2 4¢ 20
n—00 nl/o 0, t<O0.

(. J

BEWEIS. Sei t > 0 beliebig. Mit Satz 1.1.2 erhalten wir, dass

M,
P {1—/ < t} = P[M, < tn'/*] = F™(tn*/®).
n (07

Da die Zufallsvariablen X; Pareto—verteilt sind und ¢tn'/® > 1 fiir hinreichend grofes n, ergibt

sich, dass
M, 1 " 1\" —a
Pl <t =(1-— ) =(1-—) = &t
= - () - (o) s
Fiir ¢t <0 gilt IP’[n_%Mn < t] = 0. Daraus folgt die Behauptung. O
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Bemerkung 1.3.6. Man kann Satz 1.3.5 wie folgt interpretieren: Fiir grofies n nimmt das
Maximum M, sehr grole Werte auf der Skala n'/® an. Reskaliert man M,, mit dem Faktor
n~% so erhilt man approximativ Fréchet—verteilte Werte.

Weibull-Verteilung VU, (t) = e (=" ¢+ < 0

Definition 1.3.7. Eine Zufallsvariable heifit Weibull—verteilt mit Parameter o > 0,
wenn ihre Verteilungsfunktion die folgende Form hat:

ABBILDUNG 6. Verteilungsfunktionen der Weibull-Verteilungen mit o =
1.0,1.5,2.0,2.5,3.0.

Der néchste Satz zeigt, dass die Weibull-Verteilung eine Extremwertverteilung ist.

( )

Satz 1.3.8. Seien die Zufallsvariablen X, X5, ... unabhéngig mit der Verteilungsfunk-
tion

0, t< -1,
Fit)=<1-(-t)*, te[-1,0],
1, t>0,

wobei a > 0 ein Parameter ist. Dann konvergieren fiir n — oo die Zufallsvariablen
n'/*M, in Verteilung gegen VU, d.h. es gilt

e_(_t)a
(1.3.1) lim P[nY/*M, <t] = ’

n—oo

(. J

BEWEIS. Sei t < 0 beliebig. Mit Satz 1.1.2 erhalten wir, dass
P[nt*M, < t] = P[M, < tn Y% = F"(tn~1/%).
8



Fiir n hinreichend grof ist tn=*/* € [~1,0]. Aus der Formel fiir die Verteilungsfunktion F
folgt, dass

Pt M, < t] = (1 — (—tn~V/*)*)" = <1 — ﬂy — e (07,

n n—o0
Fiir t > 0 gilt P[n'/*M,, <t] =1, denn M,, < 0 f.s. Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 1.3.9. Man kann Satz 1.3.8 wie folgt interpretieren: Fiir grofies n néhert sich
das Maximum M, dem Wert 0 von unten an. Dabei nimmt M,, sehr kleine negative Werte
auf der Skala n~/* an. Reskaliert man M,, mit dem Faktor n'/®, so erhilt man approximativ
Weibull-verteilte Fluktuationen.

Bemerkung 1.3.10. Eine Fréchet—verteilte Zufallsvariable nimmt nur positive Werte an.
Eine Weibull-verteilte Zufallsvariable nimmt nur negative Werte an. Eine Gumbel-verteilte
Zufallsvariable kann sowohl positive als auch negative Werte annehmen.

1.4. Satz von Fisher—Tippett

Wir haben folgende Extremwertverteilungen konstruiert: Die Gumbel-Verteilung A, die
Fréchet—Verteilung @, (wobei a > 0) und die Weibull-Verteilung ¥, (wobei a > 0). Weitere
Beispiele von Extremwertverteilungen kénnen konstruiert werden, indem wir auf die oben
genannten Verteilungen lineare Transformationen anwenden.

e M)

Definition 1.4.1. Zwei Zufallsvariablen Z; und Z; sind vom gleichen Typ, wenn es
¢ > 0 und d € R gibt mit
ZLcZ,+d.
Notation: Z; <1 Zs.
. J
Bezeichnen wir mit F; und F; die Verteilungsfunktionen von Z; und Z,, so kann man die
obige Bedingung wie folgt formulieren:

Fl(t):IP’[Zl§t]:IP’[cZ2—|—d§t]:P{Z2§t;d} :Fz(t;d).

Definition 1.4.2. Zwei Verteilungsfunktionen F; und F3 sind vom gleichen Typ,
wenn es ¢ > 0 und d € R gibt, so dass fiir alle t € R

Fi(t) = F, (t_d).

Cc
Notation: F1 > FQ.

& J

Beispiel 1.4.3. Die Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1] ist vom gleichen Typ wie die
Gleichverteilung auf einem beliebigen Intervall [a,b]. Die Normalverteilung mit beliebigen
Parametern ist vom gleichen Typ wie die Standardnormalverteilung.

9



Aufgabe 1.4.4. Zeigen Sie, dass X eine Aquivalenzrelation ist, d. h.
(1) Fx F.
(2) FxG = GxF.
3) FxG,Gx H = Fx H.

Proposition 1.4.5. Hat eine Zufallsvariable Z (mit Verteilungsfunktion G(t)) eine Ex-
tremwertverteilung, so hat fiir beliebige ¢ > 0 und d € R auch die Zufallsvariable ¢Z + d
(mit Verteilungsfunktion G (%1)) eine Extremwertverteilung.

BEWEIS. Die Voraussetzung, dass die Zufallsvariable Z einer Extremwertverteilung gehorcht,
bedeutet, dass es unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen X, Xs,... und Folgen
a, >0, b, € R gibt, so dass
Xi,..., X} — b,
maX{ 1, ) } i> 7

Qp, n—00

Daraus folgt, dass
max{cXy,...,cX,} — (cb, — day)

s eZ +d.
an, n—o0o
Somit hat die Zufallsvariable c¢Z + d ebenfalls eine Extremwertverteilung. 0

Aufgabe 1.4.6. Zeigen Sie, dass die Max-Anziehungsbereiche der Verteilungsfunktionen
G(t) und G (%) gleich sind.

Aus Proposition 1.4.5 folgt, dass fiir beliebige 4 € R und o > 0, die folgenden Verteilungen
Extremwertverteilungen sind:

Verteilungen vom Gumbel-Typ:

(1.4.1) A(t_“> :exp{_e—%}7 teR.

g

Verteilungen vom Fréchet—Typ (mit Parameter o > 0):

(1.4.2) o, (t - “) _ {eXp {— (t%“)w} , falls t > p,

o 0, sonst.

Verteilungen vom Weibull-Typ (mit Parameter a > 0):

(1.4.3) v, (t—_ﬂ) _ {exp{— (=58}, fallst<p,

o 0, sonst.

Spéter werden wir beweisen, dass es keine weiteren Extremwertverteilungen gibt:
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Satz 1.4.7 (Fisher-Tippett, 1928, Gnedenko (1943)). Jede Extremwertverteilung gehort
zu einer der drei Familien (1.4.1), (1.4.2) oder (1.4.3).

1.5. Jenkinson—von Mises—Darstellung

Es gibt eine Darstellung (Jenkinson—von Mises—Darstellung), die alle drei Familien (1.4.1),
(1.4.2), (1.4.3) als Spezialfille beinhaltet. Betrachte namlich die folgende Familie von Ver-
teilungsfunktionen (parametrisiert durch v € R)

exp{—(1+fyt)_1/”’}, falls 1 +~t > 0,
G,(t) =<0, falls v > 0 und ¢t < —1/7,
1, falls v < 0 und t > —1/7.

Folgendes ldsst sich nun leicht iiberpriifen:
—t—1/v

(1) Fiir v > 0 ist G, vom gleichen Typ wie die Fréchet—Verteilung ®,,,(t) = e :
t>0.
(2) Fiir v < 0ist G, vom gleichen Typ wie die Weibull-Verteilung W_; /. (t) = e (=077
t<0.
3) Fiir v = 0 ist (1 +~t)~"/7 nicht wohldefiniert. Wir interpretieren diesen Term dann
(3) Fiir (1+t) p
als Grenzwert fiir v — 0:
lim(1 + )"/ = e,
v—0
Somit ist Go(t) = e, t € R, die Gumbel-Verteilung.
Der Satz von Fisher—Tippett ldsst sich also auch wie folgt formulieren.

Satz 1.5.1 (Fisher-Tippett, 1928). Jede Extremwertverteilung hat die Form G, (ct+d)
mit passenden Parametern v € R, ¢ > 0, d € R.

Eine in der Form G, (ct + d) dargestellte Extremwertverteilung wird in der Statistik auch
GEV-Verteilung genannt (General Extreme—Value Distribution).
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