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Losung Blatt 0, Aufgabe 2 und 3

Aufabe 2 (5 Punkte)

Es sei (X,Y) : (2, P) — (@' x Q"2 @ A") ein Zufallsvektor und (€', A’) ein Borel-
Raum. Weiter sei b : (2 x Q" A"’ @ A”") — (R, B) eine quasi-integrierbare Funktion und
F eine Unter-o-Algebra von 2, bzgl. derer Y messbar ist.

a) Zeigen Sie, dass fiir P-fast alle w € Q gilt

E(h(X,Y)|F)(w) = / h(z,Y (w))PXV (w, dx).

Losung: Diese Aufgabe kann mit dem Funktionserweiterungsargument gelst wer-
den.

(1) h=1ayar, A € und A” € A", dann gilt wegen der F-Messbarkeit von Y:
E(R(X,Y)|F)(w) = E1a(X)1ar(Y)|F) (w)
— L (V) (@) P(X € A|F)(w)

= 1A//(Y)(w)/ PXV:(UJ,dJ?)

’

- / L (2, Y (@) PXV (w, do)

fr P-fa. w.

(2) h =14, A €A ®2A". Dies ergibt sich aus (1) mit einem Dynkinsystemargu-
ment. Sei

D:={A e A @A"| Aussage gilt fr A}

V' x Q" € Dnach (1).
CeD = (C°€D,denn:

E(le(X,Y)|F)w)= 1 —/lc(x,Y(w))PX|f(w,da:)

= /loc(w,Y(w))PXf(w,d:U).
(Co)nen € D pd. = U,eny Cn € D, denn

E(lye, (X Y)|F)w) =D E(le,(X,Y)|F)w)

neN

=Y. / e, (2, Y (@) P¥7 (w, do)

= /1UCn(:E,Y(w))PX|J:(w,dw).

D ist also ein Dynkinsystem, welches einen schnitt-stabilen Erzeuger der o-
Algebra enthlt und damit schon gleich der o-Algebra sein muss.



(3) h=>" a1la, A; €A @A Dann gilt:

Eh(X,Y)|F)lw)=F (zn:allA (X,Y) |]-"> zn:azE 14,(X,Y)|F)(w)

i=1 i=1

:Zai/1Ai(x,Y(w))PX|]:(w,dx) = /h(x,Y(w))PXV:(w,dx)

fr P-fa. w.

(4) h > 0, dann existiert eine Folge (hy,)nen primitiver Funktionen mit h,,  h. Es
folgt mit monotoner Konvergenz

E((X,Y)|F)w) = E(lm hy(X,Y)|F)w) = lim B(h(X,Y)|F)(w)

= lim [ hy(z,Y () PV (0, dz) = /h(x,Y(w))PXf(w,dx)

n—o0

fr P-fa. w.
(5) h quasi-integrierbar, also h = h* — h~. Dann gilt

E(WX,Y)|F)(w) = E
- E

WX, Y) = h™ (X, V)| F) (w)
h*(X YV)IF)(w) = E(h (X, Y)|F) ()

:/h+ PX\JT( 7dm) —/h_(x,Y(w))Ple(w,dl')
= /h w))PXV (w, de)

(
(

fr PY-fa. w.

b) Zeigen Sie, dass fiir jedes g : (€, 2') — (R, B), fiir das g(X) quasi-integrierbar ist,
gilt

EgX)|Y =y) = /g(w)PX|Y:y(d:c) PY fast sicher.

Losung: Wir benutzen das Funktionserweiterungsargument.
(1) h=14, A€, dann gilt:
EMX)Y =y) = EQaX)Y =y) = P(X € AlY =y)

=Py = [ ape = [P Pts
A

(2) h=>" a;1a, A; €A Dann gilt:

E( ( )’Y_y <Za11A ‘Y_y> Zaz 1A ‘Y_y)

= Zaz / ) PXY=Y(dr) = / h(z)PXY=Y(dx) PY-fs.



(3) h > 0, dann existiert eine Folge (hy,)nen primitiver Funktionen mit h,,  h. Es
folgt mit monotoner Konvergenz

E(RX)Y =y) = B(lim hy(X)[Y =y) = lim B(h(X)|Y =)
= lim [ hy (2 YPXY=Y(dx) / z)PXY=Y(dz) PY-fs.

(4) h quasi-integrierbar, also h = h* — h™. Dann gilt

E(WX)|Y =y) = E(h*(X)-h~(X)]Y =y)
= E(W(X)|Y =y) — E(h" (X)]Y =y)
h™

= /h+ )PXY=Y(dx) — / () PXY =Y (du)

= /h (2)PXY=Y(dz) PY-fs.

Aufabe 3 (5 Punkte)

Seien (2,2, P) ein W-Raum, F eine Unter o-Algebra von 2 und XY, X7, X5,... nicht-
negative bzw. integriebare Zufallgrofien.

a) Zeigen Sie, dass der Satz von der majorisierten Konvergenz fiir bedingte Erwar-
tungswerte gilt

X, — X PAs. und sup|X,| € &(A) = FE(X,|F)— EX|F) P-s.

n>1

Losung: Setze Z, := sups, |Xi — X| und Z := limsup,,_,,, E(Z,|F). Nach dem
Lemma von Fatou ist
EZ < lim EZ, =0,

n—oo

also Z = 0 und damit E(Z,|F) — 0 wenn n — oo fast sicher. Nach die Dreiecksun-
gleichung

E(IX]]F) = |E(X]F)]
ist aber fast sicher
|E(X,|F) — E(X|F)| < E(Z,|F)—0
wenn n — oo. n
b) Seip,q € (1,00) mit 1/p+1/q = 1. Zeigen Sie, dass die bedingte Holder Ungleichung
o E(XY|F) < E(X?|F)"? E(Y|F)1/

Hinweis: Benutzen Sie regulir bedingte Verteilungen und die unbedingte Holder-
Ungleichung.

Losung.



1. Variante: Wir benutzen der Hinweis. Sei Z : (2, A, P) — (R, B) eine Zufallsva-
riable und F C A eine o-algebra. Dann gilt (aus der Vorlesung) fiir alle w € Q

B(Z|F)(w) = /Q 2P (w, o) = ET(Z)

d.h. E(Z|F) ist der gewdhnliche Erwartungswert von Z bzgl. P (w,-). Nach der
unbedingten Holder-Ungleichung gilt dann

EF(XY) < (EF(XP)P(EF (Y9))Y
fast fiir alle w € 2. [ ]

2. Variante: Sei U = E(X?|F)Y/?, V := E(Y?F)Y? Zufallsvariablen und die
Menge H :={U > 0,V > 0}. Wir zeigen das E(XY|F)1ly < UV1ly fs. da

E(X"1y—gy) = E(E(X"1y—oy|F)) = E(Liy—oy E(X?|F)) = E(1{y—0yU”) = 0

= Xl{UzO} =0 fs. = E(XY’./—")l{U:O} = E(XYl{U:0}|.7:) =0
gleich Argument E(XY1gy—gy) = 0.
Um E(XY|F)ly < UV1y fs. zu seigen, zeigen wir, dass fiir alle A € F

B (E(XY\]—")

il 1H1A) < FEly (1)

gilt, weil aus (1) folgt

Sei A € F, dann

e (P ) -

uv

XP 1/p Y4 1/q
(7)) (2 (gt )

E
unbedingte Holder-Ungleichung < <

Ur Va
= (Elgna)'?(Elgna)? = Flyna < Ely. ®

(5 (o ()



