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Aufgabe 3 - Blatt 6
Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F,,),>0 eine Filtration. Zeigen Sie die fol-

gende Aussage: Ist (X,,),>0 ein g.i. Martingal (bzw. Supermartingal) bzgl. (F,)n>0, und
sind o < 7 Stoppenzeiten bzgl. (F,,),>0, dann gilt E| X, | < co und X, = E(X,|F,) (bzw.
X, > E(X,|Fy) ).

Hinweis: Fiir den Martingal-Fall, Aufgabe 2a) und Optional Sampling kénnen helfen.
Fiir den Supermartingal-Fall, die Doob-Zerlegung kann helfen

Losung

Das Problem hier ist wenn 7 = oo f.s. (2. Bemerkung am Ende gucken). Wenn nicht,
wir konnen alles machen was kommt. Bitte, den Beweis durch lesen und danach merken,
dass alles auf die Menge {r = oo} auch gilt, wenn X, als der fast sicher Grenzwert
X := lim,,_,o, definieren und Theorem 1 benutzen.

1. (X,)n>0 ist ein Martingal :
zz: E(X,|F,) = X,.

Nach der Definition, A € F, = {0 < n} N A € F,r,. Dann, nach Optional Sampling
(durch Korollar 6.19 im Skript), es folgt

E(Xoanl{o<nyna) = E(Xopnlio<nina) (1)
Da (X,,)n>0 ist g.i. mit Aufgabe 2a) wir wissen, dass
(Xsnn :n > 0) gi. ist, so ferner = (Xoanlio<nyna 11 > 0) auch gi. ist
(Xonn :n > 0) gi. ist, so ferner = (Xoanlfo<nina : 7 > 0) auch g.i. ist (2)
Andere Seite, nach o < 7 < 00 es folgt
Xoanlio<nmina — Xilgocooyna = Xr1x  in Wskeit
Xomnlio<nyna — Xolig<ooyna = Xola in Wiskeit
So, mit Theorem 1 i) < iii) und (2) wir haben, dass fiir jede A € F, es gilt:
E(X:14) = nhjgo E(Xr/\nl{agn}mA)
(wegen (1)) = nh—>nolo E(Xonnl{o<nina)
= E(X,1,),
das heifit E(X,|F,) = X,.

zz: E|X,| < oo

Wir wissen, dass X,;r, — X, als n — oo in W’skeit und (X,,),>0 ist g.i., dann nach
Theorem 1 i) < ii) es folgt

E| X pn| < 00, E| X | = |X;] alsn — 0o und E|X,| < co. u



2. (X,)n>0 ist ein Supermartingal :

Nach die Doob-Zerlegung (Satz 6.9 im Skript), existieren (Y;,),>0 Martingal und (Z,,),>0
Fn-adaptiert so dass X,, = Y,,+ Z,,. Aus den Beweis von dieser Zerlegung, mann bekommt

Zn = — i(Xi_l — E(XZ|.E_1>> <0

i=1
da (X, )n>0 ist ein Supermartingal, so (Z,),>0 ist ein monoton fallend Prozess und der
Betrag |Z,| = —Z,.
zz: B(X | F,) < X,.

Wir benutzen die Zerlegung:

E(X:|F;) = E(Y:|F,)+ E(Z:|Fs)
((Yn)n>o0 Martingal + Aussage in Punkt 1.) Y, + E(Z:|F,)
Y, + Z, + E(Z, — Z,|F,)
Y, + 2, = X,.

IN

((Zy)n>0 monoton fallend Z, — A, <0)

zz: F|X,| < o0

Erst mal, (Z,,),>0 is monoton fallend, so wir definieren fast sicher der Limus

Zoo = lim Z,, = inf Z,
n>1

n—o0

welche erfiillt auch Z,, < 0. Dann

B|Z,)| = E(-Z,) = Y E(Xi.i — E(Xi|Fin))
i=1
< 2sup BE|X,,| < o0
m>0

da (X, )n>0 ist g.i. weil fiir jeder € > 0 und a grofl genug aber eindlich, es folgt

E| X, §a—|—/ | Xn|dP <a+e€
{IXn|Za}

= sup B|X,,| <a < oo
m>0

fur jedes m > 0. So, mit monoton Konvergenz wir haben E|Z,| — E|Z| fir n — oo
und F|Z,| < oo und ferner, mit Theorem 1 i) < ii) ist die Familie (Z,),>0 g.i. Mann
kann weiter zeigen (nicht so Direkt, 1. Bemerkung nach der Beweis gucken), dass (Y},)n>0
auch g.i. ist! Dann, wegen das erste Teil, (Y,),>0 ist ein Martingal und jetzt auch g.i. so
E|Y;| < co. Zum Ende, es folgt:

BIX,| < EY|+E|Z]
ElY:|+ E(—Zx)

E|Y:| + E|Zs| < 0. [
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1. Bemerkung: Mann kann zeigen, dass die Charakterisierung von g.i. in Theorem 2
dquivalent mit den folgende Aussage ist: Fiir alle € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass
supyer [, | Xi|dP < e fiir alle A € F mit P(A) < 4, es gilt auBerdem sup,c, E|X;| < co.
Mit dieser andere Charakterisierung von g.i. mann kann folgern, dass (X,,)n>0 und (Z,)n>0
g.i. sind so ist auch (X,, — Z,, : n > 0) g.i.

2. Bemerkung: Nicht vergessen, dass X (w),(. eine Zufallsvariable ist nur wenn 7 < oo
P-f.s. So, wenn die Stoppzeit 7 = oo f.s. dann X, definiert keine Zufallsvariable.

Es gibt aber eine Interpretation von (X, ),>o als erweitert Martingal. Was ist das? Erstes
mann zeigt, dass
(Xn)n>o gi. Familie = sup X, < oo
n>0

und weiter mit den Martingal-Konvergenzsatz, mann bekommt dass es X, eine Zufalls-
variable gibt, X, ist Foo = 0(Up>0F,)-messbar mit F|X| < oo, und X,, — X, P-fs.
Dann, mit Theorem 1 mann kann noch weiter zeigen (ohne Optional Stopping Theorem),
dass X,, = X in £ und auch

E (Xoo|f n) = Xn

falls (X, )n>0 €ein g.i. Martingal ist (bzw. E(X|F,) < X, falls (X,,)n>0 g.i. Supermartin-
gal oder E(X|F,) > X, falls (X,,)n>0 g.i. Submartingal). Dieser Resultét lass sich so
intepretieren: (X, )nengu{+oo} ist ein g.i. (Sub / Super) Martingal bzgl. (F,)nengu{+oo}-



