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Aufgabe 1 (3 + 4 Punkte)

a) Sei (X,,)n>0 eine i.i.d. Folge von ZufallsgroBen mit F|X,| < oo. Zeigen Sie, ohne den
Ergodensatz zu verwenden, dass

n—1
1
—ZXk — EX, fiirn— ocoin L.

n
k=0

Hinweis: Schauen Sie sich noch mal den Beweis des Birkhoff’schen Ergodensatzes

an.

b) Sei (2, F, P) ein Warscheinlichkeitsraum, ¢ : Q@ — €2 eine mafitreue Abbildung und
X : 2 — R eine mef3bare Funktion bzgl. F. Wir definieren die Menge

IT:={ACF:p A=A}

Zeigen Sie, dass Z eine o-Algebra ist. Aulerdem zeigen Sie, dass X mefibar ist bzgl.
7 genau dann, wenn P-f.s. X o p = X gilt.

Aufgabe 2 (3 + 3 Punkte)

a) Sei (X,)n>0 eine stationdre Sequenz von Zufallsgrofien mit E|X,,| < co. Zeigen Sie,
dass X,,/n — 0 fast sicher fiir n — oo.

b) Sei (& )i>1 eine i.i.d. Sequenz von gleich verteileten Zufallsgrofen auf [0, 1]. Zeigen
Sie, dass der Limes

o1
lim —
n—oo N,

> sin(2m(&i — &)

fast sicher existiert, und rechnen Sie diesen aus.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Sei (2, F, P) ein Warscheinlichkeitsraum und (X,,),ecz eine Folge von i.i.d. ZufallsgroBlen
auf (Q, F, P). Fiir ky, ks mit —oo < k; < ky < +00 definieren wir ]-",ff als die kleinstmogli-
che o-Algebra die die Menge

C={w: X, (w)eA,....X,, €A,}
enthélt, wobei ny,...,ny, € Z, k1 <n; < kg firte=1,...,mund A;,..., A, € F. Zeigen
Sie, dass die o-Algebra N F*__ nur Mengen mit Mafl null oder eins enthilt.
Hinweis: Bemerken Sie, dass .7-",?12 C F. Dann definieren Sie die Menge
G = {c € F|3C, € F™, : lim P(CAC,,) = o}
m—0o0

und zeigen, dass G ein Dynkin-System ist. Jetzt bleibt zu zeigen, dass P(A) null oder eins
ist fiir alle A € N F*__.



