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Definition 1 (gleichgradig integriebar). Fir T abzihlbar, eine Familie (X;)ier von Zu-
fallsgrofen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) heifst gleichgradig integrier-

bar (g.i.) falls
lim sup/ | X¢|dP = 0.
000 1T J{|xi|>a}

Sie konnen Theorem 1 und Theorem 2 benutzen, ohne sie zu beweisen:
Theorem 1. Sei (X,,),>0 eine Familie von Zufallsgrofien auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F,P). Firp € [1,00) sind folgende Aussagen dquivalent:
i) Xn — X in Wahrscheinlichkeit und (| X,|?)n>0 g.1.
ii) X, — X in Wahrscheinlichkeit, E|X,|P < oo fir alle n > 0 und E|X,|P — E|X|P
mit E| X P < 0.

iii) X, — X in LP(P).

Theorem 2. Die Familie (X;)ier ist g.i. genau dann wenn es gibt eine messbare Funktion

© >0 (p kann stets monoton wachsend und konvex gewdhlt werden) mit lim, @ =0

und sup,er E o(|Xy]) < 00.

Aufgabe 1 (3 + 4 Punkte)
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F,),>o eine Filtration. Sei Stopzeiten

0,T,T1,To ... beziiglich (F,)n>0. Zeigen Sie, dass die folgende Aussagen gelten:
a) TAo :=min{7,0}, 7Vo := max{r, o} und o +7 sind Stopzeiten beziiglich (F,,)n>0.

b) inf,>1 7, sup, > 7y, liminf,, . 7, und limsup,, , ., 7,, (falls existent) sind Stopzeiten

beziiglich (F,)n>0-

Aufgabe 2 (3 + 3 Punkte)

Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F,),>o eine Filtration. Sei (X,,),>o ein
Martingal bzgl. (F,)n>0. Zeigen Sie die folgende Aussagen:

a) Sei (X, )n>o eine g.i. Familie. Dann ist die Familie (X : 7 ist endliche
Stoppzeit) g.i.
Hinweis: Optional Sampling, Theorem 2 und Jensen’sche Ungleichung.

b) Sei T eine endliche Stopzeit bzgl. (F,)n>0. Zeigen Sie, dass (X7ap) ein g.i. Martingal
bzgl. (Fp)n>0 ist wenn EXp < oo und E(|X,|1{75,y) — 0 als n — oo.

Aufgabe 3 (4 Punkte fiir Martingal + 4 Punkte fiir Supermartingal)

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F,,),>o eine Filtration. Zeigen Sie die fol-
gende Aussage: Ist (X,,),>0 ein g.i. Martingal (bzw. Supermartingal) bzgl. (F,,)n>0, und
sind o < 7 Stoppenzeiten bzgl. (F,,),>0, dann gilt E| X, | < co und X, = E(X,|F,) (bzw.
X, > E(X,|F,)).

Hinweis: Fiir den Martingal-Fall, Aufgabe 2a) und Optional Sampling kénnen helfen.
Fiir den Supermartingal-Fall, die Doob-Zerlegung kann helfen



