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Aufgabe 1 (3 + 3 Punkte)

Sei (Ω,F) ein Messraum, d.h. F ist eine σ-Algebra aus Teilmengen von Ω. Sei ϕ : Ω→ Ω
eine messbare Abbildung.

a) Zeigen Sie, dass die MengeM := {µ ∈M1(Ω) : µ◦ϕ−1 = µ} der unter ϕ invarianten
Maße eine konvexe Menge ist.

b) Ein Element µ aus M heißt extremal, wenn aus µ = λµ1 + (1 − λ)µ2 für gewisse
µ1, µ2 ∈ M und λ ∈ (0, 1) schon µ = µ1 = µ2 folgt. Zeigen Sie, dass µ ∈ M genau
dann extremal ist, wenn ϕ bezüglich µ ergodisch ist (d.h. wenn ϕ maßtreu und I
µ-trivial sind).

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Zeigen Sie, dass eine Abbildung ϕ schwach mischend ist, so ist ϕ auch ergodisch.

Aufgabe 3 (4 + 4 Punkte)

Sei (S, d) ein separabler, metrischer Raum, BS die Borel’sche σ-Algebra über S und P die
Menge von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf (S,BS). Die Prohorov distance ρ : P ×P → R+

ist gegeben durch

ρ(P,Q) := inf{ε > 0 : ∀A ∈ BS, P (A) ≤ Q(Aε) + ε und Q(A) ≤ P (Aε) + ε}

wobei Aε := {x ∈ S : d(x,A) < ε} und d(x,A) = infy∈A d(x, y).

a) Zeigen Sie, dass ρ eine Metrik ist.

Hinweis: Sie wissen, dass ∀M ∈ BS und jeder ε > 0, es A ∈ BS abgeschlosse-
ne Menge und O ∈ BS offene Menge gibt, so dass A ⊂ M ⊂ O und P (O \ A) < ε
gilt.

b) Zeigen Sie, dass ρ(P,Q) ≤ ε gilt, wenn ∀A ∈ BS : P (A) ≤ Q(Aε) + ε gilt.


