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Aufabe 1 (2+2 Punkte)

Sei (Xi)i∈N eine Folge von i.i.d. reellwertige Zufallsvariablen mit EetX1 <∞ für alle t ∈ R.
Sei

I(a) := − lim
n→∞

1

n
logP(Sn ≥ an) wobei Sn :=

∑n
i=1Xi.

a) Zeigen Sie, dass I(a) =∞⇔ P(X1 ≥ a) = 0⇔ P(Sn ≥ an) = 0 für alle n.

b) Zeigen Sie, dass I(λa + (1 − λ)b) ≤ λ(a) + (1 − λ)I(b) für alle λ ∈ [0, 1] ∩ Q und
danach für alle λ ∈ [0, 1] gilt. I also ist konvex. Zeigen Sie auch, dass I Lipschitz
stetig auf kompakten Teilmengen von {I(a) <∞} ist.

Aufabe 2 (3+2 Punkte)

a) Sei (Xi)i∈N eine Folge von i.i.d. Bernoulli-Zufallsvariablen mit P(Xi = 1) = p =
1− P(Xi = 0). Benutzen Sie den Satz von Cramer, um zu zeigen

lim
n→∞

1

n
logP

(
1

n

n∑
i=1

Xi ∈ (a, b)

)
= − inf

x∈(a,b)
H(x|p),

wobei H(x|p) = x log(x/p)+(1−x) log((1−x)/(1−p)). Benutzen Sie dieser Resultät
um die Ratenfunktion I zu rechnen, wenn (Xi)i∈N eine Folge von i.i.d. Spins ist, d.h.
P(Xi = 1) = 1/2 = 1− P(Xi = −1).

b) Sei (Xi)i∈N eine Folge von i.i.d. Exponential-Zufallsvariablen mit X1 ∼ Exp(θ).
Benutzen Sie den Satz von Cramer, um zu zeigen

lim
n→∞

1

n
logP

(
1

n

n∑
i=1

Xi ∈ (a, b)

)
= − inf

x∈(a,b)
H(x),

wobei H(x) = θx− 1− log(θx) für x > 0 und =∞ sonst.

Aufabe 3 (3+3 Punkte)

a) Seien X1, X2, . . . i.i.d. Bernoulli-Zufallsvariablen mit P(Xi = 1) = p = 1 − P(Xi =
0). Beweisen Sie, dass für jedes 1/2 < α < 1 die Folge(

n∑
i=1

Xi − EXi

nα
√
p(1− p)

)
n∈N

einem Prinzip der großen Abweichungen mit Geschwindigkeit n2α−1 und Ratenfuk-
tion I(x) = x2/2 genügt.

b) Sei X eine reellwertige Zufallsvariable und ϕ(t) := EetX . Zeigen Sie, dass die fol-
genden Aussagen äquivalent sind:

i) ∃ δ > 0 : ϕ(t) <∞, für alle t ∈ (−δ, δ).
ii) ∃λ > 0, θ > 0 : P(|X| ≥ x) ≤ λe−θx, für alle x > 0.

Vergleichen Sie i) und ii) mit den Bedeutung von die Bedinung (1) im Theorem 1.6
aus der Vorlesung.


