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Aufabe 1 (5 Punkte)

a) Es sei (X, Y ) ein Zufallsvektor mit der λλ2-Dichte f gegeben durch

f(x, y) =
(1− ρ2)1/2

2πσ2
exp

(
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)
für (σ, ρ) ∈ (0,∞) × (−1, 1) und (x, y) ∈ R2. Bestimmen Sie die regulär bedingte
Verteilung PX|Y=y für P Y -fast alle y ∈ R. Bestimmen Sie ferner E(X|Y = y).

b) Seien X, Y normalverteilt mit Parametern µ, σ2 bzw. ν, τ 2. Bestimmen Sie die ge-
meinsame Dichte von (X,X+Y ) und anschließend die Dichte der bedingten Vertei-
lung von X gegeben X+Y = s für x, s ∈ R. Bestimmen Sie ferner E(X|X+Y = s).

Aufabe 2 (5 Punkte)

Es sei (X, Y ) : (Ω,A, P ) → (Ω′ × Ω′′,A′ ⊗ A′′) ein Zufallsvektor und (Ω′,A′) ein Borel-
Raum. Weiter sei h : (Ω′ × Ω′′,A′ ⊗ A′′) → (R,B) eine quasi-integrierbare Funktion und
F eine Unter-σ-Algebra von A, bzgl. derer Y messbar ist.

a) Zeigen Sie, dass für P -fast alle ω ∈ Ω gilt

E(h(X, Y )|F)(ω) =

∫
h(x, Y (ω))PX|F(ω, dx).

b) Zeigen Sie, dass für jedes g : (Ω′,A′) −→ (R,B), für das g(X) quasi-integrierbar ist,
gilt

E(g(X)|Y = y) =

∫
g(x)PX|Y=y(dx) P Y -fast sicher.

Aufabe 3 (5 Punkte)

Seien (Ω,A, P ) ein W-Raum, F eine Unter σ-Algebra von A und X, Y,X1, X2, . . . nicht-
negative bzw. integriebare Zufallgrößen.

a) Zeigen Sie, dass der Satz von der majorisierten Konvergenz für bedingte Erwar-
tungswerte gilt

Xn → X P -f.s. und sup
n≥1
|Xn| ∈ L1(A) ⇒ E(Xn|F)→ E(X|F) P -f.s.

b) Sei p, q ∈ (1,∞) mit 1/p+1/q = 1. Zeigen Sie, dass die bedingte Hölder Ungleichung
gilt

E(XY |F) ≤ E(Xp|F)1/p E(Y q|F)1/q

Hinweis: Benutzen Sie regulär bedingte Verteilungen und die unbedingte Hölder-
Ungleichung.


