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THEMEN: Etemadi-Ungleichung, 3-Reihensatz, Gesetze der großen Zahlen

Aufgabe 32 (2+2 Punkte)

(a) Es seien X und Y zwei unabhängige ZG mit EY = 0 und ϕ eine nicht-negative,
monoton wachsende, konvexe Funktion auf [0,∞). Zeigen Sie Eϕ(|X|) ≤ Eϕ(|X+Y |).
Hinweis: Fubini und Jensen

(b) Gegeben seien unabhängige, zentrierte ZG X1,...,Xn mit Partialsummen (Sk)1≤k≤n,
p > 1 und ε > 0. Benutzen Sie Aufgabenteil (a) und die Etemadi-Ungleichung aus
der Vorlesung, um die folgende Ungleichung zu zeigen:

Kolmogorov-Ungleichung: P( max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε) ≤ 3p+1

εp
E|Sn|p.

Aufgabe 33 (4+3 Punkte)

(a) Beweisen Sie Korollar 7.21. aus dem Vorlesungsskript: Gegeben eine reelle Zahlenfolge
(an)n≥1 und eine unabhängige Folge (νn)n≥1 auf {−1,+1} gleichverteilter ZG gilt: Die
Reihe

∑
n≥1 νnan ist genau dann f.s. konvergent, wenn

∑
n≥1 a

2
n <∞.

(b) Gegeben eine unabhängige Folge (Zn)n≥1 mit EZn = 0 für alle n ≥ 1 gilt: Die Reihe∑
n≥1

Zn

n
ist f.s. konvergent, wenn

∑
n≥1

E|Zn|p
np <∞ für ein 1 ≤ p ≤ 2.

Aufgabe 34 (3+2 Punkte)
Es sei X eine standardnormalverteilte Zufallsgröße.

(a) Bestimmen Sie die λλ-Dichte von Y := eσX+µ für σ, µ ∈ R sowie EY und zeigen Sie
VarY = e2µ+σ

2
(eσ

2 − 1).

(b) Es seien nun σn =
√

log(n) für n ≥ 1 sowie Yn := eσnX , n ≥ 1. Zeigen Sie, dass
limn→∞

1
n2

∑n
k=1 (Yk − EYk) = 0 fast sicher gilt.

Aufgabe 35 (4 Punkte)
Zeigen Sie folgende Aussage im Beweis des Satzes von Marcinkiewicz-Zygmund (Satz 7.25
im Skript):
Es sei p ∈ (1, 2), (Xn)n∈N eine Folge stochastisch unabhängiger, identisch verteilter ZG mit
EX1 = 0 und E|X1|p <∞. Dann gilt mit der Bezeichnung Yn := Xn · 1{|Xn|≤n1/p}:

n−1/p
n∑
k=1

EYk
n→∞−→ 0 P-f.s.


