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THEMEN: Produkträume, Faltungen und die terminale σ-Algebra

Aufgabe 24 (5 Punkte)
Seien (Ω,A,P) =

⊗
n∈N(R,B(R),Exp(1)), α > 0 und

Aα := {ω ∈ Ω | für alle k ∈ N existiert ein n ≥ k mit ωn ≥ α log n} .
Zeigen Sie, dass Aα ∈ A gilt, und bestimmen Sie P(Aα).

Aufgabe 25 (8 Punkte)
Es sei (Xn)n∈N eine Folge stochastisch unabhängiger Zufallsgrößen auf einem W-Raum
(Ω,A,P) mit λλ-Dichten (fn)n∈N, undN : (Ω,A)→ (N,P(N)) eine von (Xn)n∈N stochastisch
unabhängige Zufallsgröße.

(a) Zeigen Sie, dass Exp(λ)∗(n) = Γ(n, λ) für alle n ∈ N und λ > 0 gilt, wobei die
Γ-Verteilung Γ(n, λ) folgende λλ-Dichte besitzt:

gn,λ(x) = λn
xn−1

(n− 1)!
e−λx1(0,∞)(x)

(b) Zeigen Sie, dass SN :=
∑N

i=1Xi eine Zufallsgröße ist, und weisen Sie nach, dass
∞∑
n=1

P(N = n) · (f1 ∗ ... ∗ fn)

eine λλ-Dichte von SN ist.

(c) Es seien λ > 0, p ∈ (0, 1) und k ∈ N. Bestimmen Sie die Verteilung von SN , falls
PXn = Exp(λ) für alle n ∈ N gilt und N eine Zähldichte der Form

P(N = n) =

(
n− 1

k − 1

)
pk(1− p)n−k, n ≥ k,

besitzt.

Aufgabe 26 (3 Punkte)
Es sei (X1, X2) ein Zufallsvektor auf (Ω,A,P), der 2-dimensional normalverteilt sei mit den
Parametern µ = (E(X1),E(X2))

T und Σ = (Cov(Xi, Xj))1≤i,j≤2, d.h. mit der gemeinsamen
λλ2-Dichte

f(x1, x2) =
1

2πdet(Σ)
1
2

exp

(
−1

2
((x1, x2)− µT )Σ−1((x1, x2)

T − µ)

)
.

Zeigen Sie, dass X1 und X2 genau dann stochastisch unabhängig sind, wenn sie unkorreliert
sind.

Bitte wenden!



Aufgabe 27 (4 Punkte)
Sei (Xn)n∈N eine Folge reeller Zufallsgrößen und sei T∞ =

⋂
n≥1 σ(Xn, Xn+1, . . . ) die zu-

gehörige terminale σ-Algebra. Zeigen Sie für a ∈ R:

(a) {
∑n

i=1Xi konvergiert} und {limn→∞Xn = a} sind terminale Ereignisse.

(b) Das Ereignis {limn→∞
∑n

i=1Xi = a} ist im Allgemeinen nicht terminal.

Zusatzaufgabe I (3* Punkte)
Es sei (An)n≥0 eine aufsteigende Folge von σ-Algebren.

(a) Finden Sie ein Beispiel, bei dem
⋃
n≥0An keine σ-Algebra ist.

(b) Zeigen Sie: Ist die Folge echt aufsteigend, so ist
⋃
n≥0An nie eine σ-Algebra.

Zusatzaufgabe II (3* Punkte)
Die Zufallsgröße X besitze eine Cauchy-Verteilung mit Parametern a ∈ R und b > 0, d.h.
die λλ-Dichte

fX(x) =
1

π

b

b2 + (x− a)2
.

(a) Die Zufallsgröße Y sei definiert durch Y = cX + d, wobei c, d ∈ R. Bestimmen Sie
eine λλ-Dichte und die Verteilung von Y .

(b) Untersuchen Sie, ob E(X) existiert, und bestimmen Sie ggf. diesen Wert.

Zusatzaufgabe III (3* Punkte)
Es sei f : R2 → R definiert durch

f(x, y) :=

{
xy

(x2+y2)2
für (x, y) ∈ [−1, 1]2\{(0, 0)}

0 sonst
.

Zeigen Sie:

(a) Die iterierten Integrale existieren und stimmen überein.

(b) Das Integral
∫
f dλλ⊗ λλ existiert nicht.

Hinweis: Die Funktion Fy(x) = −y
2(x2+y2)

ist auf (0, 1) differenzierbar mit dFy(x)

dx
= f(x, y).


