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THEMEN: Pseudoinverse und Verteilungskonvergenz

Aufgabe 8 (5 Punkte)
Sei X eine ZG mit Verteilungsfunktion F und F− die Pseudo-Inverse, definiert durch

F−(x) := inf{t ∈ R : F (t) ≥ x}, x ∈ [0, 1],

mit inf ∅ :=∞ und inf R := −∞. Zeigen Sie:

(a) F− : [0, 1]→ R ∪ {±∞} ist monoton wachsend.

(b) F (F−(x)) ≥ x ≥ limt↑F−(x) F (t) für alle x ∈ [0, 1].

(c) F− ist linksseitig stetig.

(d) F (F−(x)) = x für alle x ∈ [0, 1] ⇐⇒ F ist stetig.

(e) F (X)
d
= U für jede auf (0, 1) gleichverteilte ZG U , falls F stetig ist.

Aufgabe 9 (5 Punkte)
Seien (µn)n∈N W-Maße auf (R,B). Überprüfen Sie, ob schwache Konvergenz vorliegt, und
bestimmen Sie gegebenenfalls den Limes:

(a) µn =Poisson(αn), αn ∈ (0,∞) für alle n ∈ N und αn → α ∈ [0,∞)

(b) µn = fnλλ mit fn(x) = (1− cos(2πnx))1(0,1)(x)

(c) µn = Unif [−n, n]

(d) µn =Normal(µ, 1
n
), µ ∈ R

(e) µn =Normal(0, n)

Aufgabe 10 (5 Punkte)
(Xn)n∈N sei eine Folge positiver, unabhängiger und identisch verteilter ZG mit µ := EX1

und σ2 := VarX1 <∞. Ferner sei Xn := 1
n

∑n
i=1Xi. Zeigen Sie:

√
n

(
µ2

Xn

−Xn

)
d−→ N (0, 4σ2), falls n→∞.

Bitte wenden!



Aufgabe 11 (3+2 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass jedes W-Maß auf B(R) schwacher Limes einer Folge diskreter Maße
ist.

(b) Seien µ, µ1, µ2,... W-Maße auf (R,B(R)) und ν ein weiteres Maß auf (R,B(R)),
bezüglich dessen µ, µ1, µ2,... die Dichten f, f1, f2,... haben. Außerdem konvergiere
(fn)n≥1 ν-fast überall gegen f . Zeigen Sie, dass µn schwach gegen µ konvergiert.


