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Aufgabe 1: 4 Punkte

Sei (€2, (§+)i>0, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, der die usual conditions erfiillt.
Sei L ein positives, stetiges lokales Martingal mit Darstellung der Form

L; = exp(M; — %(Mﬁ)

fiir alle t > 0 , wobei M, = fg LiSdLs fiir alle t > 0.
Zeigen Sie:

Es gibt ein zu P dquivalentes Mafl @ auf (€2, §o,) mit z—%|gt = L fiir alle ¢ > 0 genau
dann, wenn gilt:

(1) limy oo (M) < 00,

(i) ELo = 1.

Hierbei ist Lo, = exp(My — %<M>Oo) s Moo = limy_o0 M,.

Hinweis: Ohne Beweis konnen Sie das folgende starke Gesetz der grofien Zahlen fiir lokale
stetige Martingale M benutzen:

Auf dem Ereignis {(M)o = oo} gilt lim;o <J]\\44_§t = 0 P-fast sicher.
Aufgabe 2: 4 Punkte

Seien W ein zweidimensionaler Wiener-Prozess auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, (§¢)e>0, P), so dass § die Wiener-Filtartion von W ist. Seien oy, 0q, it : [0, 00) —
R deterministische Funktionen mit fot lo(s)]?ds < oo, fot \p(s)|ds < oo fiir alle t > 0.
Definiere den Prozess S durch

S, = exp( /O Lo ()W (s) + /0 tUQ(s)dWQ(s)—% /0 ' lo(5)|ds) exp( /0 ' u(s)ds)

fir alle t > 0.

Wann gibt es ein zu ]P’ auf (Q Soo) Aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl P*, so dass fir
S*(t) = exp(— fo ) fiir alle ¢ > 0 gilt

dS*(t) = 5™ () (a1 (L) dWT (1) + 02(t)dW5 (1)).

Hierbei ist r eine vorgegebene deterministische Funktion mit fo Ir(s)|ds < oo fiir alle
t>0.



Aufgabe 3: 4 Punkte

Seien Wi, Wy Wiener-Prozesse beziiglich einer Filtration (§):>o mit (Wi, Wa); = pt fiir
ein p € (—1,1). Definiere den Preisprozess von zwei Aktien durch

$i(0) = Si(0) explmt) exp(on V(1) — 50%),
So(1) = Ss(0) exp(at) exp(IWa(t) — Jo31)

fiir alle 0 < ¢t < T. Hierbei sind py,us € R die Trendparameter und o1,09 > 0 die
Volatilitaten der Aktien.

Wann konnen Sie zu einem auf (€2, §r) dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafl P* iibergehen,
so dass (e S;(t))o<i<r Martingale sind beziiglich P*. Welche stochastische Differential-
gleichungen erfiillen die Aktienpreisprozesse beziiglich P*.

Aufgabe 4: Bayesformel 4 Punkte

Seien P, () dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, §)
mit Dichte L = %. Sei & eine Unter 0— Algebra von §.

Zeigen Sie:

1. Durch % wird eine Dichte von P beziiglich ) definiert.

2. Fiir jede Zufallsvariable Y, die quasi-integrierbar beziiglich @) ist, gilt

E(L|®)E(Y|®) = E(LY|®).
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