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Aufgabe 1: 6 Punkte
Wir betrachten die folgende stochastische Differentialgleichung

dXt = 9(,u - Xt>dt + O'Xtth

mit Anfangswert X, > 0. Hierbei sind 6, i, 0 positive Konstanten und W ein Wiener-
Prozess.

1. Losen Sie die obige Gleichung.

Hinweis: Losen Sie zunéchst dX; = Xy (—0dt + odW;) und fithren Sie dann eine
Variation der Konstanten durch.

2. Bestimmen Sie EX, fiir alle ¢ > 0.

3. Bestimmen Sie EXE und VarX, fir alle ¢ > 0.

Aufgabe 2: 6 Punkte
Wir betrachten einen CIR Prozess X startend aus Xq = x > 0. Dieser 16st also die
stochastische Differentialgleichung

dXt == H(M - Xt)dt + o4/ Xtth
mit 6, u, 0 > 0. und Wiener-Prozess W. Ziel ist die Herleitung einer Rekursionsformel fiir
das n-te Moment von X;.
Bestimmen Sie hierzu zunéchst die Semimartingaldarstellung von (X/*)>o.
Leiten Sie hieraus eine gewohnliche Differentialgleichung fiir h,(t) = EX}" ab.
Das Losen dieser Differentialgleichung liefert die gesuchte Rekursionsformel.

Hinweis: Ohne Beweis konnen Sie benutzen, dass alle Momente des CIR-Prozesses endlich
sind.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Bestimmen Sie die momenterzeugende Funktion der Randverteilungen des Vasicek-Prozesses.
Sie betrachten also die Losung der stochastischen Differentialgleichung

dXt = 0(/,6 — Xt)dt + O'th s XO =X

mit u,x € R und 0,0 > 0 und berechnen



Ee Xt
fiir alle A e R, t > 0.
Zusatzaufgabe: 4 Zusatzpunkte

Es sei (Bi)i>o eine drei-dimensionale Brownsche Bewegung mit By = (1,1,1) und die
Funktion u : R — R gegeben durch u(z) := ||z||~!. Sei weiter M definiert durch M, :=
u(By),t > 0.

Beweisen oder widerlegen Sie:

L. (M)
2. (M)
3. (M)

4. E(M); < oo, fiir alle t >0

¢>0 ist gleichgradig integrierbar
>0 ist ein lokales Martingal
¢>0 ist ein Martingal
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