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Aufgabe 1: 4 Punkte

Seien W ein Wiener-Prozess, f : [0,∞)→ R eine stetige Funktion und τ eine Stoppzeit.
Definiere einen previsiblen Prozess H durch

Ht(ω) = f(t)1(0,τ(ω)](t)

für alle t ≥ 0, ω ∈ Ω. Zeigen Sie:

1. Durch M = H ·W wird ein stetiges L2-Martingal definiert.

2. Bestimmen Sie den quadratischen Variationsprozess von M .

3. Wieso und gegen welche Grenzvariable konvergiert Lt = exp(Mt− 1
2
〈M〉t), t ≥ 0 für

t→∞ punktweise P-fast sicher.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Sei (Wt)t≥0 ein Wiener-Prozess. Bestimmen Sie für jedes n ∈ N die Funktion µn definiert
durch µn(t) = EW 2n

t für alle t ≥ 0.

Hinweis: Benutzen Sie die Ito-Formel, um eine Rekursionsgleichung für die µn, n ∈ N
herzuleiten. Durch Ausrechnen der ersten Glieder kann dann die Formel erkannt werden,
die man dann durch Induktion beweisen kann.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Seien µ und σ Funktionen von [0,∞)→ R mit∫ t

0

|µ(s)|ds <∞ ,

∫ t

0

σ2(s)ds <∞

für alle t ≥ 0. Definiere den stochastischen Prozess (St)t≥0 durch

St = exp

(∫ t

0

σ(s)dW (s)− 1

2

∫ t

0

σ2(s)ds

)
exp

(∫ t

0

µ(s)ds

)
.



1. Zeigen Sie, dass der Prozess S die stochastische Differentialgleichung

dS(t) = S(t) (µ(t)dt+ σ(t)dW (t))

erfüllt.

2. Benutzen Sie die obige stochastische Differentialgleichung, um eine gewöhniche Dif-
ferentialgleichung für f(t) = ES(t) herzuleiten.

3. Lösen sie diese, um f explizit zu bestimmen.

4. Führen Sie die gleiche Prozedur durch zur Bestimmung von ES(t)2.

5. Berechnen Sie VarS(t).

Aufgabe 4: 4 Punkte

Seien W1 und W2 Wiener-Prozesse mit 〈W1,W2〉t = ρt für alle t ≥ 0 für ein ρ ∈ (−1, 1).
Definiere die Semimartingale S1, S2 durch

S1(t) = exp

(
σ1W1(t)−

1

2
σ2
1t

)
, S2(t) = exp

(
σ2W2(t)−

1

2
σ2
2t

)
für alle t ≥ 0. Bestimmen Sie eine stochastische Differentialgleichung, die S1

S2
erfüllt.
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