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Aufgabe 1: 4 Punkte

Sei W ein Wiener-Prozess. Zeigen Sie, dass es ein H ∈ L2(µW ) gibt mit H /∈ lbP .

Aufgabe 2: 4 Punkte

Zeigen Sie, dass jedes nichtnegative lokale Martingal ein Supermartingal ist.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Sei (Wt)t≥0 ein Wiener-Prozess bezüglich einer Filtration (Ft)t≥0 und σ : [0,∞)→ R eine

Funktion mit
∫ t
0
σ2(s)ds <∞ für alle t ≥ 0 . Zeigen Sie:

1.
∫ t+h
t

σ(s)dWs ist stochastische unabhängig von Ft für alle t, h ≥ 0.

2. Durch Lt = exp(
∫ t
0
σ(s)dWs − 1

2

∫ t
0
σ2(s)ds) für alle t ≥ 0 wird ein Martingal defi-

niert.

Hinweis: Sie können hierbei ohne Beweis benutzen, dass
∫ t+h
t

σ(s)dWs eineN(0,
∫ t+h
t

σ2(s)ds)-
verteilte Zufallsvariable ist. Wie könnte man dies denn beweisen?

Aufgabe 4: 4 Punkte

Sei (Wt)t≥0 ein Wiener-Prozess bezüglich einer Filtration (Ft)t≥0 auf einem Wahrschein-

lichkeitsraum (Ω,F,P). Sei weiter θ : [0,∞) → R eine Funktion mit
∫ t
0
θ2(s)ds < ∞ für

alle t ≥ 0.

Durch

dPθ
dP
|Ft = Lθ(t) = exp(

∫ t

0

θ(s)dWs −
1

2

∫ t

0

θ2(s)ds)

für alle t ≥ 0 wird ein Wahrscheinlichkeitsmaß Pθ auf (Ω,F∞) definiert, dass auf jedem
Ft äquivalent ist zu P.

Zeigen Sie, dass durch W̄ (t) = W (t)−
∫ t
0
θ(s)ds ein Wiener-Prozess bezüglich Pθ definiert

wird.

Hinweis: Zeigen Sie, dass W̄ die definierenden Eigenschaften eines Wiener-Prozesses bezüglich
Pθ erfüllt. Für den Nachweis der Normalverteilung ist es sinnvoll die momenterzeugende
Funktion zu berechnen.
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