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1 Einleitung

In diesem Seminarvortrag wird als Hauptresultat der Beweis eines Phasen-
iibergangs zwischen linearer und logarithmischer Entwicklung von Treffer-
zahlen (scores) erbracht.

Hierfiir benétigen wir ein endliches Alphabet A. Auf A? wird eine Treffer-
funktion s(a,b) und eine subadditive Liickenfunktion (gap weight function)
g(k) mit k£ > 1, die den positiven Wert fiir die Zuordnung eines Buchstaben
des Alphabets zu einer Liicke angibt, definiert.

Definition 1. Sei (1,0) € [0, 0c]?

+1, a=5b
—H, a#b (1)

g: Ax{-} =R, g(k) = 0k (2)

s: A7 R, s(a,b):{

Die folgenden Sitze sind auch fiir allgemeinere s und g giiltig. Der Ein-
fachheit halber sollen jedoch diese studiert werden.

In diesem Modell definieren wir die Zufallsvariablen fiir die globale und lo-
kale Trefferabgleichung (global alignment score/ local alignment score) wie
folgt:

Die globale Trefferabgleichung S, soll das Maximum iiber alle mdglichen
Abgleichungen von zwei Buchstabenfolgen A = A;...A, und B = B;...B,
sein, wobei alle Buchstaben A; und B; unabhéngig und identisch verteilte
Zufallsvariablen eines endlichen Alphabets sind.

Definition 2. Fir die globale Trefferabgleichung (global alignment score)
gilt:

S, = S(A, B) = S(A;... Ay, By..., By)

z
= max }{ S(n—1l4+n—1+Y s(Aaw Bow)}  (3)
= P

wobei das Maximum dber alle Abgleichungen ist, die durch die aufsteigenden
Sequenzen:

0=a(0)<a(l)<a2)<..<all)<a(l+1)=n+1

0="0(0) <b(l)<b(2)<..<bl)<b(l+1)=n+1

gegeben sind.

Die lokale Trefferabgleichung H,, ist nun die optimale Trefferzahl S(I,.J)
mit I C A und J C B iiber alle m&glichen Abgleichungen von zwei zusam-
menhangenden Buchstabenfolgen, d.h.



Definition 3. Fir die lokale Trefferabgleichung (local alignment score) gilt:

H(AlAn,Bl,Bn) = H(A,B)
= H, =max{S(I,J): I C A, J C B}, (4)

wobei I = Agiq..Agq; und J = Bp1.. By mit 1 < g+1<g+i<n und
1 < h+1 < h+j <n. Fiir S(Ag-i-l'"Ag-i-iaBh+1'”Bh+j) gllt

S(Ag+1...Ag+i, Bh+1'-‘Bh+j)

l
= —S(i—l+j—1)+ Ay, B
h=b(0)<b(1)<...<b(l+1)=h+j+1 -

Das Hauptresultat, dass bewiesen werden soll, ist das folgende Theorem:

Theorem 1. Seien Ay, As,... und Bi, B, ... zwei Buchstabenfolgen, wobei
alle Buchstaben A; und Bj; unabhdingig und identisch verteilte Zufallsvaria-
blen eines endlichen Alphabets sind.

Bei der lokalen Trefferabgleichung (local alignment score)

H, = H(A1Ay...A,,, B1Bs...By,) mit den Parametern p und 6 tritt ein Pha-
seniibergang zwischen linearer Entwicklung in n fir kleine p und § und loga-
rithmischer Entwicklung in n fir grofie p und 0 auf.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar durch Kombination von Satz 4,
5 und 6. O

An die folgenden beiden Sédtze sei erinnert:

Satz 1. Seien A = Ay...A,, und B = B1...B,, mit A; und B; #id. Es existiert
eine Konstante p > E(s(A, B)), so dass:

lim Sn = p fast sicher (5)
n—,oo N
. E(Sn) E(Sh)
p=p(p,0) = lim —— sup —
Beweisidee: Uberpriife Kingman’s Theorem und Subadditivitit O

Satz 2 (Korrolar des Azuma-Hoeffding Lemma). Seien Ay, ..., A, und By, ..., B,
zwei Buchstabenfolgen, wobei alle Buchstaben A; und B; unabhingig und
identisch verteilte Zufallsvariablen eines endlichen Alphabets sind, und sei
~v>0. Dann gilt mit ¢ := min{2 + 46,2 + 2u}

2

P(% —p>7) < exp(—%) (6)



2 subadditive Folgen

Definition 4. FEine Folge (an)nen heifit subadditiv, wenn

ptm < Qn + G Vn,m €N (7)
Definition 5. Eine Folge (ap)nen heifit superadditiv, wenn

Anim = A + A Vn,m e N (8)

Bemerkung 1. Die globale Trefferabgleichung (global alignment score) Sy,
ist eine superadditive Folge

Satz 3 (Fekete's Lemma). Fiir jede superadditive Folge (ap)nen ezistiert der
Grenzwert lim,, oo “7" und es gilt:
lim 2" = sup dm (10)
n—oo N m>1 m
Ganz analog, existiert der Grenzwert lim, o % fiir jede subadditive Folge
(an)nen und es gilt:
Qn

lim 2% = inf &7 (11)
n—oo n m>1 m

Beweis. Zunichst einmal gilt:

lim sup an < sup dm

J =0 p>j n m>1 M
Also bleibt zu zeigen: Vm € N gilt: lim inf %2 > 9m

j—ooon>j T m

Seim e N
und n = km + 1l mit 0 <l < m.
Mit mehrfachem Anwenden von (8) folgt:

an > kapy, + a

Division durch n ergibt

an>k:am+al_ km am S
n - n km+Ilm n
km  an, S

lim inf 2% > lim inf (

+3)

jooon>j m jooon>j km +1 m n

am

m

und so folgt die Behauptung, denn:

Qm . . an . (279 am
sup — < lim inf — < lim sup — < sup —
m>1 M j—oon>j n J=oop>; N m>1 M

Die 2. Behauptung folgt ganz analog. O



3 Der Phaseniibergang

Zuerst behandeln wir die Menge mit p =0

Satz 4. Die Menge {(u,8) € [0,00]% : p(u,0) = 0} definiert eine Linie in
dem Parameterraum [0, 00)?, die positive und negative Regionen {p < 0} und
{p > 0} separiert.

Beweis. p ist monoton fallend in beiden Parametern. Dies folgt aus der De-
finition der globalen Trefferabgleichung (global alignment score).
Behauptung: Es gilt die globale Ungleichung p(p +¢€,0 + §) > p(u,6) — €.

Es gilt

Sk:l*l—ju—iémitl,j,z‘,k:eNs.d.l+j+%:k

S,g::l*l—j(ﬂ+e)—z‘(5+§)

Somit folgt:

S lxl—j(u+e)—i(0+5)

k
:l—ju—i(5+—j6—i§:&_e(j+%)
k k k k
SL ke )
> 2k % - <k
20 T (G +5 <k)
Sk
== —¢

k

Dies gilt fiir alle £ € N und wir wissen, dass:

S/
% — p(p, 0) fast sicher und ?k — p(p+ €5+ %) fast sicher

So folgt:
€
pluted+5) 2 p(u,d) —e

Behauptung: p ist stetig.

sei xo = (1o, dp) € [0, 00]?

Zu zeigen:

Ve >0 Jv > 0: Vo mit ||z, zo][1 < v gilt |p(x) — p(xo)] < €
Setze v 1= §

Da p in beiden Parametern monoton fallend ist gilt:

3Q, Q € {0,002 ||z, mol|s < £} mit



Q= (no+ §.00+ 5) und Q" = (o — 5,00 — §), so dass gilt:

Ip(), p(zo)| < 1p(Q), p(Q")]

€ €

€ €
— A _ 5 €
[p(po + 7,00+ 7). plko = 7200 = )|
€ € € €
= puo = 7,00 = ) = plpo + 00+ 7))
< p(po — ; do — i) — plpo + %’ o + i) (Monotonie von p)
< p(po — ; do — i) — p(po,do) + g (globale Ungleichung)
€ € €
= p(Ho,90) — p(ko + 5,9 + ) (o = o — 5
2 4 2
€
(56 = (50 — Z)
< plHo,50) = (1 05) + 5 + (globale Ungleichung)

=€

p ist nicht streng monoton fallend in beiden Parametern iiberall im Parame-
terraum [0, o). Aber es gilt:

Behauptung: p ist streng monoton fallend in der (1,1)-Richtung in einer Um-
gebung der Linie p = 0.

Sei zuniichst (i, d) € [0, 00)2. Dafiir setze v := max{u, 25}

Es gilt:

Sk:l—ju—%% (mitl,j,i,kEN,s.d.l+j+%:k;)

i
>1—(j+ -
>1 (]—1—2)7

Sei x der Anteil von nicht {ibereinstimmend abgeglichenen Buchstabenpaa-
ren:

Sk > k(1 —x) — kay
Und somit:

Sk 1- 5k
— > (] — — = x>
k;_( x) — 7y x_v—i-l

Erhéht man bei solchen Abgleichungen die Parameter p,d um jeweils €0,
so muss die Trefferzahl (score) um mindestens ex abnehmen, d.h. mit
S, =1—j(u+e€) —52(6 +e) folgt fiir alle k € N:

(12)

’ 12 _ Sk

ig&fex(g)&fe k

k k k v+1
Se | 1

€ €E——
k v+1 vy+1



Und da wir auflerdem wissen, dass gilt:

% — p(p, d) fast sicher
Sy, .
i p(p + €,0 + €) fast sicher,

folgt schlieklich:

p(u,6) €

< _
p(u+e,5+e)_p(u,5)+ev+l "

_ 1 —p(p,d)
= p(p,0) — e po|

1 —p(p,9)
< P i Ut s
< P 0) = e 0

Da wir uns in einer kleinen Umgebung von p = 0 befinden, gilt:

1—[7(/1,(5)

< - . LA
p(p+e€,0+¢€) < p(u,d) €1 T 20
ﬁ,—/

>0

< p(p,0)

Sei nun p = oo und 0 € [0,00). Auch dann gilt, dass p(oco, d) streng monoton
fallend in der (1,1)-Richtung ist.

Da p = oo ist, werden nicht iibereinstimmende Buchstaben jeweils zu einer
Liicke abgeglichen. Das bedeutet: Sy =1 %1 — %26. Somit folgt:

_ Sk
> k(1 —z) — > k
S > k(l —x) — k26 & x> % T 1
Und so folgt genauso auch hier:
1-— )
P00+ 6,6+ €) < p(0o,8) — LU0 o0 )

1+26

Sei als letztes § = co und p € [0, 00)
Dieser Fall ist analog zu dem vorherigen. Die optimalen Abgleichungen von
Sequenzen in diesem Fall beinhalten keine Liicken. ]

Bemerkung 2. Der Satz sagt nicht, dass fiir alle ¢ > 0:
plu+e€8) < p(u,d) und p(p,d +€) < p(p,0). Insbesondere das 1. ist falsch.

Definition 6. Fir alle g € [0,00) definieren wir die Funktion
r:[0,00) = [0, 00] durch:

—log P n > —logIP n >
r(q) :== lim 0g P(Sn > qn) = inf og P(S )
n— 00 n n>1 n

(13)



Bemerkung 3. Wir setzen log(0) = —oo
Lemma 1. Der Grenzwert existiert und ist gleich dem Infimum.

Beweis. Dies beweisen wir mit Hilfe von Fekete’s Lemma. Es gilt:

P(S,y; > q(n+1)) >P(S, + S(Ap+1---Apti, Buyi1...Bpyt) > gn+ ql))
=P(S, + 51 > qn +ql) (identisch verteilt)
> P(S, > qn A S > ql)
=P(S, > qn)P(S; > ql) (Unabhéngigkeit)

Somit folgt:
—log(P(Sm > gm)) < —log(P(Sy = qn)) + (= log(P(5; = ql)))

Das zeigt, dass —logP(S,, > gn) eine subadditive Folge ist. Aufgrund Feke-
te’s Lemma wissen wir:

log P(S,, > qn) log P(S,, > gn)

lim — = inf —
n—0o0 n n>1 n
und der Grenzwert existiert. O

Als néchstes werden einige Figenschaften der Funktion r aufgefiihrt, die
der Anschauung dienen und in den spéteren Beweisen benotigt werden.

Bemerkung 4. r ist monoton steigend

Beweis. P(S, > gn) ist fiir alle n € N monoton fallend in q. Die Monotonie
iibertrégt sich auch auf den Grenzwert. Somit ist r monoton steigend. [

Bemerkung 5. Fir g € [0,1] gilt: 0 < r(q) < oo und fiir ¢ > 1: r(q) = oo.
Beweis. r(q) > 0, denn:

_logP(Sn > gqn)
n

>0 Vn € N

Und da r monoton steigend ist gilt fiir alle q € [0, 1]:

r(q) < r(1) = inf —08FEn 2 1)

n>1 n

— inf _1OgP(Az = B; Vi € {1, ,n})
n>1 n

_ g Lo8((B(AL = By))") (iid)
n>1 n

= inf —log(P(Ay = B1)~)

— —logP(A, = B)) (14)

< 00



Da Sz <1 fiir alle n € N gilt fiir q>1:
P(S, >gn) =0 VneN
=r(q) = le —log(O%) = —log(0) = o0

Bemerkung 6. Wenn p(u,d) > q, dann folgt r(q)=0.

Beweis. Wir wissen, dass

S,
— s p fast sicher
n

Sy, ist eine superadditive Folge, d.h. Sy, > Sy 45 Somit folgt aus Fekete’s
Lemma

. Sp Sn
lim — =sup —
n—oo N n>1 T

So gilt:

S,
p > — Vn €N fast sicher
n

Sei ¢ < p und setze ¢ = p — € mit € > 0. So folgt:

P(Sn2qn) =P(-=2p—c)=P(p——=<¢)
zl—P(p—&>e)
=1-Plp— " >¢)—P(—p+—>¢)

=0, da pZST"f.s

S, Sn
=1-Plp— —">eV—p+—>¢)
n n
S n—00
—1-P(p-2>e T,
n ~—~—
da S,T"—m f.s.
denn aus fast sicherer Konvergenz folgt Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
Jetzt konnen wir zeigen, dass r(q)=0 gilt fiir alle ¢ < p

1
0<r(q) = lim ——logP(S, > gn)

n—oo N

= lim —log(P(S, > qn)n

n—oo

~—

= —log( lim P(S, > qn)%) (Stetigkeit)



3¢ > 0 klein: IN e NV n > N P(|p— 52| < e))n) < ¢

< —log( lim (1 - €))
=—log(1) =0
0

Wiéhrend Sy, nur Trefferzahlen (scores) zwischen Sequenzen der Lange k
angibt, hingt Hj von Sequenzen beliebiger Linge zwischen 1 und k ab.

Definition 7.

Si,j = S(AlAZ,BlBJ) (15)
/ 1
r(q) = lim —%log(lf}ax P(Si,; = qk)) (16)

Lemma 2. Es gilt:

—log P(Sk > qk)

— i
rlg) = i ;
li —71 P(S; ; > qk 1
= lim_ og(lg% (Sij > qk)) =7 (q) (17)

Beweis. Da — log(‘m’azck P(S;; > gk)) eine subadditive Folge ist (vgl. Lemma
i+J=
1), folgt mit Fekete’s Lemma:

log( max IP’(S” > qk)) log( max ]P’(S” > qk)

. 1+j= . i+j=2k
lim — = inf —
n—o0 k n>1 k

und der Grenzwert existiert.
Zu zeigen: r<r
Es gilt:

{i,ji=kNj=k}C{i,j:i+j=2k}
Und somit:

P(Sk > ¢k) < Z_I:Jla>2<k P(S;; > qk)

_ >
logp(sk = qk) > _7]0g( max ]P)(Sl] > qk))
i+j=2k

Die Ungleichung bleibt im Grenzwert fiir k — oo erhalten.
Also ist 7’ <r



Zu zeigen >
zeige daher:

r/Zr—eﬁ'irallee>0

seien ¢,j und k = HTJ grol genug, s.d.:

’ ]_ !
r o< _%IOgP(Si,j >qk)<r +e (18)
Es gilt zunéchst einmal:

P(Sor = Sor2r > q(2K)) (19)
= P(Sitjit+j > q(2k))

> P(Si; + S(Ait1...Aitj, Bj+1...Bjti) > q(2k))  (Superadditivitit)
=P(S;; + Sji) > q(2k)) (identisch verteilt)
=P(S;; + Sij) > q(2k)) (Symm. zw. A B)
> P(Si; 2 gk A Sij = gk)
=P(S;; > qk)P(S;; > qk) (Unabhéngigkeit)
= (P(Si; > qk))? (20)
Auferdem gilt weiter:
Def 1
r=r(q < ~5 log P(Sar > 2qk)
(200 1 9
< g log(P(Siy = k)

1 (18)
= —%log]P’(Si,j >qk) < r +e
=>r=r ]

Als néchstes soll gezeigt werden, dass fiir grofse ¢ und § die lokale Tref-
ferabgleichung (local alignment score) sich logarithmisch in n entwickelt.
Um dies zu beweisen, benétigen wir zunéchst folgende Vorbemerkungen:

Lemma 3. Wenn p(u,d) < 0 und ¢ > 0, dann ist auch r(q) > 0.
Beweis. Es gilt:

P(Sn = qn) = P(S, — pn = (¢ — p)n) (g—p>0)
(6) —(q—p)?
< exp((q22p)n) (Azuma-Hoeff.-Ungl.)
c
—logP(S, > qn) _ 1 —(¢—p)*n

= - > —;bg(eXp(T))
(g ) rvax0
o 2¢2

Dies ist unabhéngig von n, also gilt r(q) > 0. O

10



Bemerkung 7. Es gilt sogar allgemeiner: wenn q > p(u,d) folgt r(q) > 0.
Beweis. Dies ist sofort aus dem vorherigem Beweis ersichtlich. O

Definition 8. Sei p(u,0) < 0, dann definiere:

q q
b="0b(,d) =max — = max —— 21
(1,0) a>0 r(q)  qef0,1] r(q) (21)

Bemerkung 8. Fs gilt:

b>0, dar(l) W logP(Ay = B1). Auflerdem wird das Mazimum auf dem
Kompaktum [0, 1] angenommen und ist endlich.

Die Idee dieser Definition ist die folgende:
Méchte man zwei Sequenzen der Lénge n vergleichen und die lokale Tref-
ferabgleichung (local alignment score) H, bestimmen, so gibt es (n — ¢ +
1) % (n —t + 1) Moglichkeiten fiir eine Abgleichung der Lange t. P(S; > qt)
ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Trefferzahl der Teilabgleichung S; grofer
als gt ist. Die erwartete Anzahl von Abgleichungen der Léinge t mit einer
Trefferzahl von mindestens qt ist (n —t + 1)% x P(S; > qt):

X := #Abgleichungen der Lénge t mit S; > gt

Xi,j = 1{Sequenzstiick von i bis i+t abgeglichen mit Sequenzstiick von j bis j+t, mit S; > gt}

n—t+1n—t+1
X=2 2 X
=1 j=1
n—t+1n—t+1
E[X] =E[ Z Z Xijl=Mn—-t+ I)QE[XM] (identisch verteilt)
=1 j=1

= (n—t+1)*P(S; > qt)

Hilt man t fest, wird n grofs und beachtet man, dass gilt:
P(S; > qt) = exp(—tr(q)), so gilt fiir die erwartete Anzahl an Teilsequenzen
mit einer Trefferzahl von mindestens gt approximativ:

E[X] = n”® exp(—tr(q))

Nehmen wir weiter an, dass die lokale Trefferabgleichung (local alignment
score) eindeutig ist. So gilt:

1=n?

exp(—tr(q))
_ log(n?)

r(q)

Und somit sollte fiir die maximale Trefferzahl gelten:

q 2
max gt = max —— log(n*) = 2blog(n
aclon T gelon] r(q) () 5(n)

11



Satz 5. Fiir alle (u,6) € [0,00]? mit p(u,8) < 0 gilt:

Hy

P((1— )b < o

< (24 ¢€)b) — 1 fir alle e > 0

Beweis. Wir fithren den Beweis in zwei Schritten, fiir die untere Grenze und
fir die obere Grenze.

1. Die untere Grenze
Zu zeigen:

P((1 —€)blog(n) < Hp) — 1 fiir alle e > 0

Sei € > 0, sei v > 0 klein genug und ¢ > 0 mit % ~ b, so dass

WM®+%< €

1- 1- 22
(1 ‘ (22)
Das ist moglich, denn:
T 1
(®+7%7+1
q b q
by € .. .
=>(1-e(1+—)<1- 3 fiir v klein genug
q

Sei t = (1 —€)blog(n).

Weiter setze k = Léj

Damit existiert ein ¢ € R : k = clog(n)

Ist n grofs genug (je groker n ist, desto grofer ist k), so wird k die folgende

Ungleichung erfiillen:
1
r(q) < =7 log(P(Sk = ¢k)) < 7(q) + (23)
(Infimum Eigenschaft)
Aufserdem gilt:

P(Sk > gk) = exp(—h(—) log(P(Sk > gk)))

k
(23)

> exp(—k(r(q) +7))

Zemkﬂﬂ%fvn k:%Jgé

(22) €

2 exp(—(1 - 5)log(n)) t = (1 —¢)blog(n)
_ p-l+5

12



Nun zerteile Ay...A, und By...B,, in sich nicht iiberlappende Blécke der Lan-
ge k-+1. So haben wir ungefihr 7 ~ clog(n) unabhéngige Moglichkeiten fiir
eine hohe Trefferzahl.

Jeder Block hat mindestens die Wahrscheinlichkeit n~'T2 eine hohe Treffer-
zahl (score) zu erreichen.

Schlieklich gilt dann mit j = k + 1, so dass t < gj:

P(H,, < (1 —€)blog(n))
— P(H, < t) < P(Hy < ¢j)
=P(max{S(I,J): I C A,B C J} < qj)
<P( () {S(Ays1-Aijis, Bijsr-Bijej) < qj})  (Teilmenge)
0<i<|2]-1
=P(S; < qj)L7 (iid)
< (1- n—1+§)t(?)J (fiir grofes n)

— 0 fiir n — o0

Denn es gilt fiir kleine € > 0:

a:=1-— ¢
2
1—n71+§:1—i: 11 = 11
ne 1+ n®—1 1+R
(1 —n1+5)L5] L
(1+ 4t
Zu zeigen:
1 n
(1_'_7)LjJ — 00
m
Weiter gilt:
n 1 . nin
1+ )5 = (14 —ymml3]

Zu zeigen:

und das gilt, da fiir n gro® genug n'=* > j

13



2. die obere Grenze:

zu zeigen: P(H,, > (2 + €)blog(n)) — 0 fiir n — o0

sei t = (2 + €)blog(n)

P(H, > (2 + e)blog(n) = P(Hy > 1)

Nun schauen wir uns die Menge {H,, > t} genauer an:

{H,, > t} besteht aus hichstens n* verschiedenen Elementen (beide Start
und Endpunkte frei auswihlbar zwischen 1 und n).

Wir teilen diese Menge in zwei Teilmengen, wobei die eine ein Vielfaches von
(nlog(n))? Elemente beinhalten soll und die andere alle Restlichen.

{Hn >t}
= {max{S(I,J): I C A,J C B} >t}
C U {S(Aigs1--Aigris Bjgr1---Bigri) > t}]
2’07]’06[17”}
1,j<n,i+3<2Clog(n)
Ul U {S(Aio-i-l"'Aio-H'a Bjo+1"'Bjo+j) > 0}]
io,joE[l,’n]

1,j<n,i+j>2Clog(n)
(24)

1. Vereinigungsmenge
Sei k=L und t = gk
Jedes Element hat hochstens die Wahrscheinlichkeit:
P(S;; > t) = P(S;; > qk)
< exp(—Fkr(q))
1
r(q) < % logP(S;; > qk)

= p(tq)

— exp(-(2 + x5 log(n)) " L)

< exp(—(2+¢€)log(n))

denn maxL > 4
c r(c) ~ r(g)
< max . —T(Q) >1
c r(e) q

—(2+4€)

14



Da die 1. Vereinigung héchstens n?(2C log(n))? Elemente beinhaltet, gilt:

P[ U {S(Aig+1---Aig+is Bjo+1---Bjo+5) > t}]

i07j0€[17n}
i,j<n,ij<2C log(n)

< n?(2C log(n))*n~(+9)
_ 4C*(log(n))*  8C?%log(n)

(PHopital)

ne nent=1
_ 8C%log(n)  8C?
N enc - epelp
_8C?
€2ne

— 0 fiir n — o

2. Vereinigungsmenge

Diese setzt sich hochstens aus n' Elementen der Form {S; ; > 0} zusammen.
Jedes dieser Elemente lésst sich wie folgt abschétzen:

Sei k = %L > Clog(n) und C = 7“(570)' Da p < 0, ist 7(0) > 0.

Dann folgt:

P(S;; > 0) < exp(—kr(0)) Y(0) < _% log P(Si,; > 0)
< exp(—(C'log(n))r(0))
_ exp(—5log(n)) = %
Und weiter gilt:

Pl U {S(Aig+1---Aigti, Bjo1---Bjowj) = 0}]
’L'Ovjoe[l:n]
i,j<n,it+j>2C log(n)
< n4i — l
n® n

— 0 flirn — o

Schlieflich setzen wir alles zusammen, so folgt:
P({H, > (2+ €)blog(n)})
<P[ U {S(Aig+1---Aigti, Bjot1---Bjoj) = t}]

i0,jo€[1,n]
1,j<n,i+j<2C log(n)
+ P U {S(Aig41--Aig+i, BJ'0+1"'BJ'0+J') > 0}]

i0,j0€[1,n]
1,j<n,i+j>2Clog(n)
8C% 1
L )
— 0 fir n — oo
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Als letztes kommen wir zu dem Fall, dass p(u,d) > 0

Satz 6. Wenn p = p(u,d) > 0, dann gilt:

& — p in Wahrscheinlichkeit
n

und

o — p i Wahrscheinlichkeit

Beweis. Es reicht zu zeigen:

P(H,, >(1+ €)np) — 0 fiir n — oo (25)
und
P(S, <(1 —€)np) — 0 fiir n — oo, (26)

denn es gilt H,, > S5, nach Definition und somit:

P(Sn > (1+ €)np)
P(Hn < (1 —€)np)

(Hy, > (14 €)np)

<P
<P(S, < (1 —¢€)np)
Sind die beiden Gleichungen (siehe oben) gezeigt, so folgt:

P(H, < (1—¢€)npV (1+e€)np < H,) — 0 fiir n — oo
P(S, < (1 —€)npV (14 €)np < S,) — 0 fiir n — oo

und somit die Beh., denn: sei € > 0
P(H, < (1—€)npV (1+enp < Hy,) =30
H, l= H,
S P(=" —p|>ep) =P —pl > ) 0
n n
H,
& —% — p in Wahrscheinlichkeit
n

Sy ganz analog.

Wir zeigen zunéchst die erste Gleichung: (26).
Laut Satz 1 gilt:

S
— — p fast sicher
n

16



Auferdem ist S, eine superadditive Folge und somit folgt mit Fekete’s Lem-
ma:

S, S, S,
lim = = sup — = p > —* Vn fast sicher
n—,oo N, le m n

So gilt weiter:
S
P(S, < (1 —¢€)np) = IP’(? —p < —e€p)
€':=¢ Sn
=TP(p— "> ¢)
n

:P(p—&>e')+]}”(—p+&>e’)
n n

=0, da p> ST"f.s

S, S,
=Plp——>V—-p+—>¢)
n n

= P(p— 2> ¢)
S —
P2 —p > ¢) 50 Ve >0
n W—/

da %—m f.s.

Aus fast sicherer Konvergenz folgt Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
Nun bleibt noch (25):

P(Hy, >(1+ ¢)np) — 0 fiir n — oo

Zu zeigen. o
Seieni,j,nENundk:% <n
Mit Hilfe von Lemma 2 gilt:

r = r((1+€)p)
= lim (—%logP(Sk > (1 +€)pk))

k—o00

(7). 1
inf (=4 log max P(9; > (1+ €)pk))

/
=r

weiter gilt r>0, denn es gilt p > 0 und somit:

S,
P(Sk > (1+e)pk) =P(5" —p > ep)
(6) 2.2
< exp(—62/;2k) (Azuma-Hoeff.-Ungl.)
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Und deshalb:

1 1 20’k
*EIOgP(Sk > (1+€)pk) > - log(exp(— 2i2 )
€2p?
:F>O,dap5£0unde>0

Dies ist unabhéngig von k und damit gilt » > 0, so folgt weiter:

P(Sij = (1+€)pk) = eXP(—k(—%) log(P(Si; > (1 + €)pk)))

< exp(—k(ligtl(—;) log(P(S;; > (1 +¢€)pk))))

< exp(—k(jnf (— ) log max P(S:; > (1 +e)pk)

= exp(—kr) D exp(—kr)

Weiter gilt:

P(Si; = (14 ¢€)np) <P(Si; > (1+¢€)kp) (n > k)

< exp(—rk)

Nun ergibt sich aufgrund der Trefferfunktion:

S@j = S(AlAl, BlB])

<k

So bedingt S; ; > (1 + €)np:

E>(14¢€)np

Zu guter Letzt gilt:
P(H,, > (14 €)np) = P(max{S(I,J): I C A,J C B} > (1+ €)np)

= ]P)(U{S(AZ+1AZ+k, Bj+1...Bj+l) > (]. + e)np})
P

< n'B(Si; > (1+ )np)
(beide Start- und Endpunkte frei auswéhlbar)

< ntexp(—r(1 + €)np)

— 0 fiir n = o0
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Damit ist das Theorem bewiesen.
Vergleicht man zwei Sequenzen der Linge n und vorausgesetzt, dass n — oo,
so gibt es einen Phaseniibergang zwischen linearer und logarithmischer Ent-
wicklung. Das bedeutet:
Wenn p(u,d) > 0 wachst H,, mindestens so schnell wie p(p,d)n und wenn
p(u,8) < 0 ist, wichst H,, héchstens so schnell wie b(u, §) log(n?) und min-
destens so schnell wie b(u, d)log(n).
Auf der Linie {(u, ) : p(u, ) = 0} findet dieser Phaseniibergang statt.
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4 Fazit

In dieser Arbeit wurde der Phaseniibergang bewiesen fiir unabhingig und
identisch verteilte Zufallsvariablen eines endlichen Alphabets. Auferdem ha-
ben wir eine spezielle Trefferfunktion und eine bestimmte Liickenfunktion
vorgegeben:

+1, a=1b
S(a’b)_{—,u o +b

g(k) = 0k mit (u,9) € [0, 00

Der vorgestellte Beweis 1dsst sich auf Sequenzen unterschiedlicher Lénge er-
weitern. Auberdem ist nicht zwingend erforderlich, dass A1, As, ..., By, Bo, ...
unabhingig und identisch verteilt sind. Es geniigt auch, dass Aj, Ag, ... un-
abhéngig und identisch nach p verteilt sind und By, Bo, ... nach v.

Zur genaueren Interpretation von biologischen Sequenzabgleichugen benotigt
man hiufig ein komplizierteres Trefferschema s(a,b), sowie eine komplexe
Liickenfunktion g(k).

Eine Verallgemeinerung besteht darin, eine allgemeine Liickenfunktion zuzu-
lassen. Mit einer beliebigen Liickenfunktion ¢ : N — R™ wird die subadditive
Kostenfunktion definiert:

l l
J=1 j=1
w(0):=0

Diese bewertet das Loschen von i zusammenhéngenden Buchstaben. Damit
ergibt sich fiir die globale Trefferabgleichung (global alignment score) die
folgende Formel:

Spm = max {=> wla(k) —a(k — 1) — 1)
1€{0,...,min{n,m}} et
0=a(0)<...<a(l+1)=m+1 -
0=b(0)<...<b(l4+1)=n+1
!
+w(b(k) — b(k — )+ Z s(Aa(k), Bur)) }

k=1

Auch in diesem Fall erhédlt man den Phaseniibergang in etwas allgemeinerer
Form.

Aufterdem lassen sich die meisten Ergebnisse auch auf zwei irreduzible ape-
riodische Markovketten verallgemeinern.
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