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1 Einleitung

In diesem Seminarvortrag wird als Hauptresultat der Beweis eines Phasen-
übergangs zwischen linearer und logarithmischer Entwicklung von Tre�er-
zahlen (scores) erbracht.
Hierfür benötigen wir ein endliches Alphabet A. Auf A2 wird eine Tre�er-
funktion s(a, b) und eine subadditive Lückenfunktion (gap weight function)
g(k) mit k ≥ 1, die den positiven Wert für die Zuordnung eines Buchstaben
des Alphabets zu einer Lücke angibt, de�niert.

De�nition 1. Sei (µ, δ) ∈ [0,∞]2

s : A2 → R, s(a, b) =

{
+1, a = b
−µ, a 6= b

(1)

g : A× {−} → R, g(k) = δk (2)

Die folgenden Sätze sind auch für allgemeinere s und g gültig. Der Ein-
fachheit halber sollen jedoch diese studiert werden.

In diesem Modell de�nieren wir die Zufallsvariablen für die globale und lo-
kale Tre�erabgleichung (global alignment score/ local alignment score) wie
folgt:
Die globale Tre�erabgleichung Sn soll das Maximum über alle möglichen
Abgleichungen von zwei Buchstabenfolgen A = A1...An und B = B1...Bn
sein, wobei alle Buchstaben Ai und Bj unabhängig und identisch verteilte
Zufallsvariablen eines endlichen Alphabets sind.

De�nition 2. Für die globale Tre�erabgleichung (global alignment score)

gilt:

Sn = S(A,B) = S(A1...An, B1..., Bn)

= max
l∈{0,...,n}

{−δ(n− l + n− l) +
l∑

k=1

s(Aa(k), Bb(k))}, (3)

wobei das Maximum über alle Abgleichungen ist, die durch die aufsteigenden

Sequenzen:

0 = a(0) < a(1) < a(2) < ... < a(l) < a(l + 1) = n+ 1

0 = b(0) < b(1) < b(2) < ... < b(l) < b(l + 1) = n+ 1

gegeben sind.

Die lokale Tre�erabgleichung Hn ist nun die optimale Tre�erzahl S(I, J)
mit I ⊂ A und J ⊂ B über alle möglichen Abgleichungen von zwei zusam-
menhängenden Buchstabenfolgen, d.h.
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De�nition 3. Für die lokale Tre�erabgleichung (local alignment score) gilt:

H(A1...An, B1..., Bn) ≡ H(A,B)

≡ Hn = max{S(I, J) : I ⊂ A, J ⊂ B}, (4)

wobei I = Ag+1...Ag+i und J = Bh+1...Bh+j mit 1 ≤ g + 1 ≤ g + i ≤ n und

1 ≤ h+ 1 ≤ h+ j ≤ n. Für S(Ag+1...Ag+i, Bh+1...Bh+j) gilt:

S(Ag+1...Ag+i, Bh+1...Bh+j)

= max
g=a(0)<a(1)<...<a(l+1)=g+i+1
h=b(0)<b(1)<...<b(l+1)=h+j+1

{−δ(i− l + j − l) +
l∑

k=1

s(Aa(k), Bb(k))}

Das Hauptresultat, dass bewiesen werden soll, ist das folgende Theorem:

Theorem 1. Seien A1, A2, ... und B1, B2, ... zwei Buchstabenfolgen, wobei
alle Buchstaben Ai und Bj unabhängig und identisch verteilte Zufallsvaria-

blen eines endlichen Alphabets sind.

Bei der lokalen Tre�erabgleichung (local alignment score)

Hn = H(A1A2...An, B1B2...Bn) mit den Parametern µ und δ tritt ein Pha-

senübergang zwischen linearer Entwicklung in n für kleine µ und δ und loga-

rithmischer Entwicklung in n für groÿe µ und δ auf.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar durch Kombination von Satz 4,
5 und 6.

An die folgenden beiden Sätze sei erinnert:

Satz 1. Seien A = A1...An und B = B1...Bn mit Ai und Bj iid. Es existiert
eine Konstante ρ ≥ E(s(A,B)), so dass:

lim
n→∞

Sn
n

= ρ fast sicher (5)

ρ = ρ(µ, δ) = lim
n→∞

E(Sn)
n

= sup
n≥1

E(Sn)
n

Beweisidee: Überprüfe Kingman's Theorem und Subadditivität

Satz 2 (Korrolar des Azuma-Hoe�ding Lemma). Seien A1, ..., An und B1, ..., Bn
zwei Buchstabenfolgen, wobei alle Buchstaben Ai und Bj unabhängig und

identisch verteilte Zufallsvariablen eines endlichen Alphabets sind, und sei

γ>0. Dann gilt mit c := min{2 + 4δ, 2 + 2µ}

P(
Sn
n
− ρ ≥ γ) ≤ exp(−γ

2n

2c2
) (6)
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2 subadditive Folgen

De�nition 4. Eine Folge (an)n∈N heiÿt subadditiv, wenn

an+m ≤ an + am ∀n,m ∈ N (7)

De�nition 5. Eine Folge (an)n∈N heiÿt superadditiv, wenn

an+m ≥ an + am ∀n,m ∈ N (8)

Bemerkung 1. Die globale Tre�erabgleichung (global alignment score) Sn
ist eine superadditive Folge

Sn+m ≥ Sn + Sm (9)

Satz 3 (Fekete's Lemma). Für jede superadditive Folge (an)n∈N existiert der

Grenzwert limn→∞
an
n und es gilt:

lim
n→∞

an
n

= sup
m≥1

am
m

(10)

Ganz analog, existiert der Grenzwert limn→∞
an
n für jede subadditive Folge

(an)n∈N und es gilt:

lim
n→∞

an
n

= inf
m≥1

am
m

(11)

Beweis. Zunächst einmal gilt:

lim
j→∞

sup
n≥j

an
n
≤ sup

m≥1

am
m

Also bleibt zu zeigen: ∀m ∈ N gilt: lim
j→∞

inf
n≥j

an
n ≥

am
m

Sei m ∈ N
und n = km+ l mit 0 ≤ l < m.
Mit mehrfachem Anwenden von (8) folgt:

an ≥ kam + al

Division durch n ergibt

an
n
≥ kam + al

n
=

km

km+ l

am
m

+
sl
n

lim
j→∞

inf
n≥j

an
n
≥ lim

j→∞
inf
n≥j

(
km

km+ l

am
m

+
sl
n
)

=
am
m

und so folgt die Behauptung, denn:

sup
m≥1

am
m
≤ lim

j→∞
inf
n≥j

an
n
≤ lim

j→∞
sup
n≥j

an
n
≤ sup

m≥1

am
m

Die 2. Behauptung folgt ganz analog.
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3 Der Phasenübergang

Zuerst behandeln wir die Menge mit ρ = 0

Satz 4. Die Menge {(µ, δ) ∈ [0,∞]2 : ρ(µ, δ) = 0} de�niert eine Linie in

dem Parameterraum [0,∞]2, die positive und negative Regionen {ρ < 0} und
{ρ > 0} separiert.

Beweis. ρ ist monoton fallend in beiden Parametern. Dies folgt aus der De-
�nition der globalen Tre�erabgleichung (global alignment score).
Behauptung: Es gilt die globale Ungleichung ρ(µ+ ε, δ + ε

2) ≥ ρ(µ, δ)− ε.

Es gilt

Sk = l ∗ 1− jµ− iδ mit l, j, i, k ∈ N s.d. l + j +
i

2
= k

S′k := l ∗ 1− j(µ+ ε)− i(δ + ε

2
)

Somit folgt:

S′k
k

=
l ∗ 1− j(µ+ ε)− i(δ + ε

2)

k

=
l − jµ− iδ

k
+
−jε− i ε2

k
=
Sk
k
−
ε(j + i

2)

k

≥ Sk
k
− kε

k
(j +

i

2
≤ k)

=
Sk
k
− ε

Dies gilt für alle k ∈ N und wir wissen, dass:

Sk
k
→ ρ(µ, δ) fast sicher und

S′k
k
→ ρ(µ+ ε, δ +

ε

2
) fast sicher

So folgt:

ρ(µ+ ε, δ +
ε

2
) ≥ ρ(µ, δ)− ε

Behauptung: ρ ist stetig.
sei x0 = (µ0, δ0) ∈ [0,∞]2

Zu zeigen:
∀ε > 0 ∃ν > 0 : ∀x mit ||x, x0||1 ≤ ν gilt |ρ(x)− ρ(x0)| ≤ ε
Setze ν := ε

2
Da ρ in beiden Parametern monoton fallend ist gilt:
∃ Q, Q' ∈ {x ∈ [0,∞]2 : ||x, x0||1 ≤ ε

2} mit

4



Q = (µ0 +
ε
4 , δ0 +

ε
4) und Q

′ = (µ0 − ε
4 , δ0 −

ε
4), so dass gilt:

|ρ(x), ρ(x0)| ≤ |ρ(Q), ρ(Q′)|

= |ρ(µ0 +
ε

4
, δ0 +

ε

4
), ρ(µ0 −

ε

4
, δ0 −

ε

4
)|

= ρ(µ0 −
ε

4
, δ0 −

ε

4
)− ρ(µ0 +

ε

4
, δ0 +

ε

4
)

≤ ρ(µ0 −
ε

2
, δ0 −

ε

4
)− ρ(µ0 +

ε

2
, δ0 +

ε

4
) (Monotonie von ρ)

≤ ρ(µ0 −
ε

2
, δ0 −

ε

4
)− ρ(µ0, δ0) +

ε

2
(globale Ungleichung)

= ρ(µ′0, δ
′
0)− ρ(µ′0 +

ε

2
, δ′0 +

ε

4
) (µ′0 := µ0 −

ε

2

δ′0 := δ0 −
ε

4
)

≤ ρ(µ′0, δ′0)− ρ(µ′0, δ′0) +
ε

2
+
ε

2
(globale Ungleichung)

= ε

ρ ist nicht streng monoton fallend in beiden Parametern überall im Parame-
terraum [0,∞]2. Aber es gilt:
Behauptung: ρ ist streng monoton fallend in der (1,1)-Richtung in einer Um-
gebung der Linie ρ = 0.
Sei zunächst (µ, δ) ∈ [0,∞)2. Dafür setze γ := max{µ, 2δ}.
Es gilt:

Sk = l − jµ− i

2
2δ (mit l, j, i, k∈ N, s.d. l + j +

i

2
= k)

≥ l − (j +
i

2
)γ

Sei x der Anteil von nicht übereinstimmend abgeglichenen Buchstabenpaa-
ren:

Sk ≥ k(1− x)− kxγ

Und somit:

Sk
k
≥ (1− x)− xγ ⇔ x ≥

1− Sk
k

γ + 1
(12)

Erhöht man bei solchen Abgleichungen die Parameter µ, δ um jeweils ε>0,
so muss die Tre�erzahl (score) um mindestens εx abnehmen, d.h. mit
S′k = l − j(µ+ ε)− i

22(δ + ε) folgt für alle k ∈ N:

S′k
k
≤ Sk

k
− εx

(12)

≤ Sk
k
− ε

1− Sk
k

γ + 1

=
Sk
k

+ ε
Sk
k

γ + 1
− ε 1

γ + 1
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Und da wir auÿerdem wissen, dass gilt:

Sk
k
→ ρ(µ, δ) fast sicher

S′k
k
→ ρ(µ+ ε, δ + ε) fast sicher,

folgt schlieÿlich:

ρ(µ+ ε, δ + ε) ≤ ρ(µ, δ) + ε
ρ(µ, δ)

γ + 1
− ε

γ + 1

= ρ(µ, δ)− ε1− ρ(µ, δ)
γ + 1

≤ ρ(µ, δ)− ε1− ρ(µ, δ)
1 + µ+ 2δ

Da wir uns in einer kleinen Umgebung von ρ = 0 be�nden, gilt:

ρ(µ+ ε, δ + ε) ≤ ρ(µ, δ)− ε1− ρ(µ, δ)
1 + µ+ 2δ︸ ︷︷ ︸

>0

< ρ(µ, δ)

Sei nun µ =∞ und δ ∈ [0,∞). Auch dann gilt, dass ρ(∞, δ) streng monoton
fallend in der (1,1)-Richtung ist.
Da µ = ∞ ist, werden nicht übereinstimmende Buchstaben jeweils zu einer
Lücke abgeglichen. Das bedeutet: Sk = l ∗ 1− i

22δ. Somit folgt:

Sk ≥ k(1− x)− kx2δ ⇔ x ≥
1− Sk

k

2δ + 1

Und so folgt genauso auch hier:

ρ(∞+ ε, δ + ε) ≤ ρ(∞, δ)− ε1− ρ(µ, δ)
1 + 2δ

< ρ(∞, δ)

Sei als letztes δ =∞ und µ ∈ [0,∞)
Dieser Fall ist analog zu dem vorherigen. Die optimalen Abgleichungen von
Sequenzen in diesem Fall beinhalten keine Lücken.

Bemerkung 2. Der Satz sagt nicht, dass für alle ε > 0:
ρ(µ+ ε, δ) < ρ(µ, δ) und ρ(µ, δ+ ε) < ρ(µ, δ). Insbesondere das 1. ist falsch.

De�nition 6. Für alle q ∈ [0,∞) de�nieren wir die Funktion

r : [0,∞)→ [0,∞] durch:

r(q) := lim
n→∞

− logP(Sn ≥ qn)
n

= inf
n≥1

− logP(Sn ≥ qn)
n

(13)
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Bemerkung 3. Wir setzen log(0) = −∞

Lemma 1. Der Grenzwert existiert und ist gleich dem In�mum.

Beweis. Dies beweisen wir mit Hilfe von Fekete's Lemma. Es gilt:

P(Sn+l ≥ q(n+ l)) ≥ P(Sn + S(An+1...An+l, Bn+1...Bn+l) ≥ qn+ ql))

= P(Sn + Sl ≥ qn+ ql) (identisch verteilt)

≥ P(Sn ≥ qn ∧ Sl ≥ ql)
= P(Sn ≥ qn)P(Sl ≥ ql) (Unabhängigkeit)

Somit folgt:

− log(P(Sm ≥ qm)) ≤ − log(P(Sn ≥ qn)) + (− log(P(Sl ≥ ql)))

Das zeigt, dass − logP(Sn ≥ qn) eine subadditive Folge ist. Aufgrund Feke-
te's Lemma wissen wir:

lim
n→∞

− logP(Sn ≥ qn)
n

= inf
n≥1
− logP(Sn ≥ qn)

n

und der Grenzwert existiert.

Als nächstes werden einige Eigenschaften der Funktion r aufgeführt, die
der Anschauung dienen und in den späteren Beweisen benötigt werden.

Bemerkung 4. r ist monoton steigend

Beweis. P(Sn ≥ qn) ist für alle n ∈ N monoton fallend in q. Die Monotonie
überträgt sich auch auf den Grenzwert. Somit ist r monoton steigend.

Bemerkung 5. Für q ∈ [0, 1] gilt: 0 ≤ r(q) <∞ und für q > 1: r(q) =∞.

Beweis. r(q) ≥ 0, denn:

− logP(Sn ≥ qn)
n

≥ 0 ∀n ∈ N

Und da r monoton steigend ist gilt für alle q ∈ [0, 1]:

r(q) ≤ r(1) = inf
n≥1
− logP(Sn ≥ n)

n

= inf
n≥1
− logP(Ai = Bi ∀i ∈ {1, ..., n})

n

= inf
n≥1
− log((P(A1 = B1))

n)

n
(iid)

= inf
n≥1
− log(P(A1 = B1)

n
n )

= − logP(A1 = B1) (14)

<∞
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Da Sn
n ≤ 1 für alle n ∈ N gilt für q>1:

P(Sn ≥ qn) = 0 ∀n ∈ N

⇒ r(q) = lim
n→∞

− log(0
1
n ) = − log(0) =∞

Bemerkung 6. Wenn ρ(µ, δ) > q, dann folgt r(q)=0.

Beweis. Wir wissen, dass

Sn
n
→ ρ fast sicher

Sn ist eine superadditive Folge, d.h. Sn+m ≥ Sn+Sm. Somit folgt aus Fekete's
Lemma

lim
n→∞

Sn
n

= sup
n≥1

Sn
n

So gilt:

ρ ≥ Sn
n
∀n ∈ N fast sicher

Sei q < p und setze q = ρ− ε mit ε > 0. So folgt:

P(Sn ≥ qn) = P(
Sn
n
≥ ρ− ε) = P(ρ− Sn

n
≤ ε)

= 1− P(ρ− Sn
n
> ε)

= 1− P(ρ− Sn
n
> ε)− P(−ρ+ Sn

n
> ε)︸ ︷︷ ︸

=0, da ρ≥Sn
n
f.s

= 1− P(ρ− Sn
n
> ε ∨ −ρ+ Sn

n
> ε)

= 1− P(|ρ− Sn
n
| > ε)

n→∞
−→ 1︸ ︷︷ ︸

da Sn
n
→ρ f.s.

,

denn aus fast sicherer Konvergenz folgt Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
Jetzt können wir zeigen, dass r(q)=0 gilt für alle q < ρ

0 ≤ r(q) = lim
n→∞

− 1

n
logP(Sn ≥ qn)

= lim
n→∞

− log(P(Sn ≥ qn)
1
n )

= − log( lim
n→∞

P(Sn ≥ qn)
1
n ) (Stetigkeit)

= − log( lim
n→∞

(1− P(|ρ− Sn
n
| ≤ ε))

1
n )
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∃ε′ > 0 klein: ∃ N ∈ N ∀ n > N P(|ρ− Sn
n | ≤ ε))

1
n ) < ε′

≤ − log( lim
n→∞

(1− ε′)
1
n )

= − log(1) = 0

Während Sk nur Tre�erzahlen (scores) zwischen Sequenzen der Länge k
angibt, hängt Hk von Sequenzen beliebiger Länge zwischen 1 und k ab.

De�nition 7.

Si,j := S(A1...Ai, B1...Bj) (15)

r
′
(q) := lim

k→∞
−1

k
log( max

i+j=2k
P(Si,j ≥ qk)) (16)

Lemma 2. Es gilt:

r(q) = lim
k→∞

− logP(Sk ≥ qk)
k

= lim
k→∞

−1

k
log( max

i+j=2k
P(Si,j ≥ qk)) = r

′
(q) (17)

Beweis. Da− log( max
i+j=2k

P(Si,j ≥ qk)) eine subadditive Folge ist (vgl. Lemma

1), folgt mit Fekete's Lemma:

lim
n→∞

−
log( max

i+j=2k
P(Si,j ≥ qk))

k
= inf

n≥1
−
log( max

i+j=2k
P(Si,j ≥ qk)

k

und der Grenzwert existiert.
Zu zeigen: r

′ ≤ r
Es gilt:

{i, j : i = k ∧ j = k} ⊆ {i, j : i+ j = 2k}

Und somit:

P(Sk ≥ qk) ≤ max
i+j=2k

P(Si,j ≥ qk)

− logP(Sk ≥ qk)
k

≥ −1

k
log( max

i+j=2k
P(Si,j ≥ qk))

Die Ungleichung bleibt im Grenzwert für k →∞ erhalten.
Also ist r

′ ≤ r
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Zu zeigen r
′ ≥ r

zeige daher:

r
′ ≥ r − ε für alle ε > 0

seien i, j und k = i+j
2 groÿ genug, s.d.:

r
′ ≤ −1

k
logP(Si,j ≥ qk) < r

′
+ ε (18)

Es gilt zunächst einmal:

P(S2k = S2k,2k ≥ q(2k)) (19)

= P(Si+j,i+j ≥ q(2k))
≥ P(Si,j + S(Ai+1...Ai+j , Bj+1...Bj+i) ≥ q(2k)) (Superadditivität)

= P(Si,j + Sj,i) ≥ q(2k)) (identisch verteilt)

= P(Si,j + Si,j) ≥ q(2k)) (Symm. zw. A,B)

≥ P(Si,j ≥ qk ∧ Si,j ≥ qk)
= P(Si,j ≥ qk)P(Si,j ≥ qk) (Unabhängigkeit)

= (P(Si,j ≥ qk))2 (20)

Auÿerdem gilt weiter:

r = r(q)
Def
≤ − 1

2k
logP(S2k ≥ 2qk)

(20)

≤ − 1

2k
log(P(Si,j ≥ qk))2

= −1

k
logP(Si,j ≥ qk)

(18)
< r

′
+ ε

⇒ r = r
′

Als nächstes soll gezeigt werden, dass für groÿe µ und δ die lokale Tref-
ferabgleichung (local alignment score) sich logarithmisch in n entwickelt.
Um dies zu beweisen, benötigen wir zunächst folgende Vorbemerkungen:

Lemma 3. Wenn ρ(µ, δ) < 0 und q ≥ 0, dann ist auch r(q) > 0.

Beweis. Es gilt:

P(Sn ≥ qn) = P(Sn − ρn ≥ (q − ρ)n) (q − ρ > 0)

(6)

≤ exp(
−(q − ρ)2n

2c2
) (Azuma-Hoe�.-Ungl.)

⇒ − logP(Sn ≥ qn)
n

≥ − 1

n
log(exp(

−(q − ρ)2n
2c2

))

=
(q − ρ)2

2c2
ρ<0,q≥0
> 0

Dies ist unabhängig von n, also gilt r(q) > 0.
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Bemerkung 7. Es gilt sogar allgemeiner: wenn q > ρ(µ, δ) folgt r(q) > 0.

Beweis. Dies ist sofort aus dem vorherigem Beweis ersichtlich.

De�nition 8. Sei ρ(µ, δ) < 0, dann de�niere:

b = b(µ, δ) = max
q≥0

q

r(q)
= max

q∈[0,1]

q

r(q)
(21)

Bemerkung 8. Es gilt:

b > 0, da r(1)
(14)
= − logP(A1 = B1). Auÿerdem wird das Maximum auf dem

Kompaktum [0, 1] angenommen und ist endlich.

Die Idee dieser De�nition ist die folgende:
Möchte man zwei Sequenzen der Länge n vergleichen und die lokale Tref-
ferabgleichung (local alignment score) Hn bestimmen, so gibt es (n − t +
1) ∗ (n− t+ 1) Möglichkeiten für eine Abgleichung der Länge t. P(St ≥ qt)
ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Tre�erzahl der Teilabgleichung St gröÿer
als qt ist. Die erwartete Anzahl von Abgleichungen der Länge t mit einer
Tre�erzahl von mindestens qt ist (n− t+ 1)2 ∗ P(St ≥ qt):

X := #Abgleichungen der Länge t mit St ≥ qt
Xi,j := 1{Sequenzstück von i bis i+t abgeglichen mit Sequenzstück von j bis j+t, mit St ≥ qt}

X =

n−t+1∑
i=1

n−t+1∑
j=1

Xi,j

E[X] = E[
n−t+1∑
i=1

n−t+1∑
j=1

Xi,j ] = (n− t+ 1)2E[Xi,j ] (identisch verteilt)

= (n− t+ 1)2P(St ≥ qt)

Hält man t fest, wird n groÿ und beachtet man, dass gilt:
P(St ≥ qt) ∼= exp(−tr(q)), so gilt für die erwartete Anzahl an Teilsequenzen
mit einer Tre�erzahl von mindestens qt approximativ:

E[X] ∼= n2 exp(−tr(q))

Nehmen wir weiter an, dass die lokale Tre�erabgleichung (local alignment
score) eindeutig ist. So gilt:

1 = n2 exp(−tr(q))

t =
log(n2)

r(q)

Und somit sollte für die maximale Tre�erzahl gelten:

max
q∈[0,1]

qt = max
q∈[0,1]

q

r(q)
log(n2) = 2b log(n)
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Satz 5. Für alle (µ, δ) ∈ [0,∞]2 mit ρ(µ, δ) < 0 gilt:

P((1− ε)b < Hn

log(n)
< (2 + ε)b)→ 1 für alle ε > 0

Beweis. Wir führen den Beweis in zwei Schritten, für die untere Grenze und
für die obere Grenze.

1. Die untere Grenze
zu zeigen:

P((1− ε)b log(n) < Hn)→ 1 für alle ε > 0

Sei ε > 0, sei γ > 0 klein genug und q > 0 mit q
r(q) ≈ b, so dass

(1− ε)b(r(q) + γ

q
) < 1− ε

2
(22)

Das ist möglich, denn:

r(q) + γ

q
≈ 1

b
+
γ

q

⇒ (1− ε)(1 + bγ

q
) < 1− ε

2
für γ klein genug

Sei t = (1− ε)b log(n).
Weiter setze k = b tq c.
Damit existiert ein c ∈ R+ : k ≈ c log(n)
Ist n groÿ genug (je gröÿer n ist, desto gröÿer ist k), so wird k die folgende
Ungleichung erfüllen:

r(q) ≤ −1

k
log(P(Sk ≥ qk)) ≤ r(q) + γ (23)

(In�mum Eigenschaft)

Auÿerdem gilt:

P(Sk ≥ qk) = exp(−k(−1

k
) log(P(Sk ≥ qk)))

(23)

≥ exp(−k(r(q) + γ))

≥ exp(−t(r(q) + γ

q
)) k = b t

q
c ≤ t

q
(22)

≥ exp(−(1− ε

2
) log(n)) t = (1− ε)b log(n)

= n−1+
ε
2
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Nun zerteile A1...An und B1...Bn in sich nicht überlappende Blöcke der Län-
ge k+1. So haben wir ungefähr n

k ≈
n

c log(n) unabhängige Möglichkeiten für
eine hohe Tre�erzahl.
Jeder Block hat mindestens die Wahrscheinlichkeit n−1+

ε
2 eine hohe Tre�er-

zahl (score) zu erreichen.
Schlieÿlich gilt dann mit j = k + 1, so dass t < qj:

P(Hn < (1− ε)b log(n))
= P(Hn < t) ≤ P(Hn < qj)

= P(max{S(I, J) : I ⊂ A,B ⊂ J} < qj)

≤ P(
⋂

0≤i≤bn
j
c−1

{S(Aij+1...Aij+j , Bij+1...Bij+j) < qj}) (Teilmenge)

= P(Sj < qj)
bn
j
c (iid)

< (1− n−1+
ε
2 )
b(n
j
)c (für groÿes n)

−→ 0 für n→∞

Denn es gilt für kleine ε > 0:

a := 1− ε

2

1− n−1+
ε
2 = 1− 1

na
=

1

1 + 1
na−1

=:
1

1 + 1
m

(1− n−1+
ε
2 )
bn
j
c
=

1

(1 + 1
m)
bn
j
c

Zu zeigen:

(1 +
1

m
)
bn
j
c →∞

Weiter gilt:

(1 +
1

m
)
bn
j
c
= (1 +

1

m
)
m 1
m
bn
j
c

Zu zeigen:

1

m
bn
j
c → ∞

und das gilt, da für n groÿ genug n1−a > j

13



2. die obere Grenze:
zu zeigen: P(Hn ≥ (2 + ε)b log(n))→ 0 für n→∞
sei t = (2 + ε)b log(n)
P(Hn ≥ (2 + ε)b log(n)) = P(Hn ≥ t)
Nun schauen wir uns die Menge {Hn ≥ t} genauer an:
{Hn ≥ t} besteht aus höchstens n4 verschiedenen Elementen (beide Start
und Endpunkte frei auswählbar zwischen 1 und n).
Wir teilen diese Menge in zwei Teilmengen, wobei die eine ein Vielfaches von
(n log(n))2 Elemente beinhalten soll und die andere alle Restlichen.

{Hn ≥ t}
= {max{S(I, J) : I ⊂ A, J ⊂ B} ≥ t}

⊆ [
⋃

i0,j0∈[1,n]
i,j≤n,i+j≤2C log(n)

{S(Ai0+1...Ai0+i, Bj0+1...Bj0+j) ≥ t}]

∪ [
⋃

i0,j0∈[1,n]
i,j≤n,i+j>2C log(n)

{S(Ai0+1...Ai0+i, Bj0+1...Bj0+j) ≥ 0}]

(24)

1. Vereinigungsmenge
Sei k = i+j

2 und t = qk
Jedes Element hat höchstens die Wahrscheinlichkeit:

P(Si,j ≥ t) = P(Si,j ≥ qk)
≤ exp(−kr(q))

r′(q) ≤ −1

k
logP(Si,j ≥ qk)

= exp(−tr(q)
q

)

= exp(−(2 + ε)(max
c

c

r(c)
)(log(n))

r(q)

q
)

≤ exp(−(2 + ε) log(n))

denn max
c

c

r(c)
≥ q

r(q)

⇔ max
c

c

r(c)

r(q)

q
≥ 1

= n−(2+ε)
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Da die 1. Vereinigung höchstens n2(2C log(n))2 Elemente beinhaltet, gilt:

P[
⋃

i0,j0∈[1,n]
i,j≤n,i+j≤2C log(n)

{S(Ai0+1...Ai0+i, Bj0+1...Bj0+j) ≥ t}]

≤ n2(2C log(n))2n−(2+ε)

=
4C2(log(n))2

nε
=

8C2 log(n)

nεnε−1
(l'Hopital)

=
8C2 log(n)

εnε
=

8C2

ε2nε−1n

=
8C2

ε2nε

→ 0 für n→∞

2. Vereinigungsmenge
Diese setzt sich höchstens aus n4 Elementen der Form {Si,j ≥ 0} zusammen.
Jedes dieser Elemente lässt sich wie folgt abschätzen:
Sei k = i+j

2 > C log(n) und C = 5
r(0) . Da ρ < 0, ist r(0) > 0.

Dann folgt:

P(Si,j ≥ 0) ≤ exp(−kr(0)) r′(0) ≤ −1

k
logP(Si,j ≥ 0)

≤ exp(−(C log(n))r(0))

= exp(−5 log(n)) = 1

n5

Und weiter gilt:

P[
⋃

i0,j0∈[1,n]
i,j≤n,i+j≥2C log(n)

{S(Ai0+1...Ai0+i, Bj0+1...Bj0+j) ≥ 0}]

≤ n4 1

n5
=

1

n
−→ 0 für n→∞

Schlieÿlich setzen wir alles zusammen, so folgt:

P({Hn ≥ (2 + ε)b log(n)})

≤ P[
⋃

i0,j0∈[1,n]
i,j≤n,i+j≤2C log(n)

{S(Ai0+1...Ai0+i, Bj0+1...Bj0+j) ≥ t}]

+ P[
⋃

i0,j0∈[1,n]
i,j≤n,i+j≥2C log(n)

{S(Ai0+1...Ai0+i, Bj0+1...Bj0+j) ≥ 0}]

≤ 8C2

ε2nε
+

1

n
−→ 0 für n→∞
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Als letztes kommen wir zu dem Fall, dass ρ(µ, δ) > 0

Satz 6. Wenn ρ = ρ(µ, δ) > 0, dann gilt:

Sn
n
→ ρ in Wahrscheinlichkeit

und

Hn

n
→ ρ in Wahrscheinlichkeit

Beweis. Es reicht zu zeigen:

P(Hn >(1 + ε)nρ)→ 0 für n→∞ (25)

und

P(Sn <(1− ε)nρ)→ 0 für n→∞, (26)

denn es gilt Hn ≥ Sn nach De�nition und somit:

P(Sn > (1 + ε)nρ) ≤ P(Hn > (1 + ε)nρ)

P(Hn < (1− ε)nρ) ≤ P(Sn < (1− ε)nρ)

Sind die beiden Gleichungen (siehe oben) gezeigt, so folgt:

P(Hn < (1− ε)nρ ∨ (1 + ε)nρ < Hn)→ 0 für n→∞
P(Sn < (1− ε)nρ ∨ (1 + ε)nρ < Sn)→ 0 für n→∞

und somit die Beh., denn: sei ε > 0

P(Hn < (1− ε)nρ ∨ (1 + ε)nρ < Hn)
n→∞−→ 0

⇔ P(|Hn

n
− ρ| > ερ)

ε′:=ρε
= P(|Hn

n
− ρ| > ε′)

n→∞−→ 0

⇔ Hn

n
→ ρ in Wahrscheinlichkeit

Sn ganz analog.

Wir zeigen zunächst die erste Gleichung: (26).
Laut Satz 1 gilt:

Sn
n
→ ρ fast sicher
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Auÿerdem ist Sn eine superadditive Folge und somit folgt mit Fekete's Lem-
ma:

lim
n→∞

Sn
n

= sup
m≥1

Sm
m
⇒ ρ ≥ Sn

n
∀n fast sicher

So gilt weiter:

P(Sn < (1− ε)nρ) = P(
Sn
n
− ρ < −ερ)

ε′:=ερ
= P(ρ− Sn

n
> ε′)

= P(ρ− Sn
n
> ε′) + P(−ρ+ Sn

n
> ε′)︸ ︷︷ ︸

=0, da ρ≥Sn
n
f.s

= P(ρ− Sn
n
> ε′ ∨ −ρ+ Sn

n
> ε′)

= P(|ρ− Sn
n
| > ε′)

= P(|Sn
n
− ρ| > ε′)

n→∞
−→ 0︸ ︷︷ ︸

da Sn
n
→ρ f.s.

∀ε′ > 0

Aus fast sicherer Konvergenz folgt Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
Nun bleibt noch (25):

P(Hn >(1 + ε)nρ)→ 0 für n→∞

zu zeigen.
Seien i, j, n ∈ N und k = i+j

2 ≤ n
Mit Hilfe von Lemma 2 gilt:

r := r((1 + ε)ρ)

= lim
k→∞

(−1

k
logP(Sk ≥ (1 + ε)ρk))

(17)
= inf

k≥1
(−1

k
log max

i+j=2k
P(Si,j ≥ (1 + ε)ρk))

= r′

weiter gilt r>0, denn es gilt ρ > 0 und somit:

P(Sk ≥ (1 + ε)ρk) = P(
Sk
k
− ρ ≥ ερ)

(6)

≤ exp(−ε
2ρ2k

2c2
) (Azuma-Hoe�.-Ungl.)

17



Und deshalb:

−1

k
logP(Sk ≥ (1 + ε)ρk) ≥ −1

k
log(exp(−ε

2ρ2k

2c2
))

=
ε2ρ2

2c2
> 0 ,da ρ 6= 0 und ε > 0

Dies ist unabhängig von k und damit gilt r > 0, so folgt weiter:

P(Si,j ≥ (1 + ε)ρk) = exp(−k(−1

k
) log(P(Si,j ≥ (1 + ε)ρk)))

≤ exp(−k(inf
k≥1

(−1

k
) log(P(Si,j ≥ (1 + ε)ρk))))

≤ exp(−k(inf
k≥1

(−1

k
) log( max

i+j=k
P(Si,j ≥ (1 + ε)ρk))))

= exp(−kr′) (17)
= exp(−kr)

Weiter gilt:

P(Si,j ≥ (1 + ε)nρ) ≤ P(Si,j ≥ (1 + ε)kρ) (n ≥ k)
≤ exp(−rk)

Nun ergibt sich aufgrund der Tre�erfunktion:

Si,j = S(A1...Ai, B1...Bj)

≤ k

So bedingt Si,j ≥ (1 + ε)nρ:

k ≥ (1 + ε)nρ

Somit:

P(Si,j ≥ (1 + ε)nρ) ≤ exp(−rk)
≤ exp(−r(1 + ε)nρ)

Zu guter Letzt gilt:

P(Hn ≥ (1 + ε)nρ) = P(max{S(I, J) : I ⊂ A, J ⊂ B} ≥ (1 + ε)nρ)

= P(
⋃
i,j
k,l

{S(Ai+1...Ai+k, Bj+1...Bj+l) ≥ (1 + ε)nρ})

≤ n4P(Si,j ≥ (1 + ε)nρ)

(beide Start- und Endpunkte frei auswählbar)

≤ n4 exp(−r(1 + ε)nρ)

−→ 0 für n→∞
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Damit ist das Theorem bewiesen.
Vergleicht man zwei Sequenzen der Länge n und vorausgesetzt, dass n→∞,
so gibt es einen Phasenübergang zwischen linearer und logarithmischer Ent-
wicklung. Das bedeutet:
Wenn ρ(µ, δ) > 0 wächst Hn mindestens so schnell wie ρ(µ, δ)n und wenn
ρ(µ, δ) < 0 ist, wächst Hn höchstens so schnell wie b(µ, δ) log(n2) und min-
destens so schnell wie b(µ, δ) log(n).
Auf der Linie {(µ, δ) : ρ(µ, δ) = 0} �ndet dieser Phasenübergang statt.
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4 Fazit

In dieser Arbeit wurde der Phasenübergang bewiesen für unabhängig und
identisch verteilte Zufallsvariablen eines endlichen Alphabets. Auÿerdem ha-
ben wir eine spezielle Tre�erfunktion und eine bestimmte Lückenfunktion
vorgegeben:

s(a, b) =

{
+1, a = b
−µ, a 6= b

g(k) = δk mit (µ, δ) ∈ [0,∞]2

Der vorgestellte Beweis lässt sich auf Sequenzen unterschiedlicher Länge er-
weitern. Auÿerdem ist nicht zwingend erforderlich, dass A1, A2, ..., B1, B2, ...
unabhängig und identisch verteilt sind. Es genügt auch, dass A1, A2, ... un-
abhängig und identisch nach µ verteilt sind und B1, B2, ... nach ν.
Zur genaueren Interpretation von biologischen Sequenzabgleichugen benötigt
man häu�g ein komplizierteres Tre�erschema s(a, b), sowie eine komplexe
Lückenfunktion g(k).
Eine Verallgemeinerung besteht darin, eine allgemeine Lückenfunktion zuzu-
lassen. Mit einer beliebigen Lückenfunktion g : N→ R+ wird die subadditive
Kostenfunktion de�niert:

w(i) = min{
l∑

j=1

g(ij)|l, i1, ..., il ∈ N,
l∑

j=1

ij = i}

w(0) := 0

Diese bewertet das Löschen von i zusammenhängenden Buchstaben. Damit
ergibt sich für die globale Tre�erabgleichung (global alignment score) die
folgende Formel:

Sn,m = max
l∈{0,...,min{n,m}}

0=a(0)<...<a(l+1)=m+1
0=b(0)<...<b(l+1)=n+1

{−
l+1∑
k=1

w(a(k)− a(k − 1)− 1)

+w(b(k)− b(k − 1)− 1) +

l∑
k=1

s(Aa(k), Bb(k))}

Auch in diesem Fall erhält man den Phasenübergang in etwas allgemeinerer
Form.
Auÿerdem lassen sich die meisten Ergebnisse auch auf zwei irreduzible ape-
riodische Markovketten verallgemeinern.
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