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Einleitung

Beim Vergleich zweier DNA-Sequenzen miteinander ist es von Interesse die
best zusammenpassenden Teilsequenzen herauszufinden. Wir haben uns be-
reits damit beschaftigt, welche Anséatze bei nicht-zufilligen Sequenzen ange-
wendet werden. Fiir die Bewertung der Ergebnisse ist es hilfreich zu wissen,
wie sich beispielsweise die Lange der langsten Ubereinstimmungsfolge verhélt,
wenn die Sequenzen zuféllig sind. Das ist Thema dieser Ausarbeitung.

In einem ersten Teil betrachten wir zwei Sequenzen

A AlAQAn
B : BlBan

mit unabhéngig identisch verteilten Buchstaben A, As, ..., By, By,... und

vergleichen die Lange der langsten Ubereinstimmungsfolge, wenn
e Fall 1: keine Verschiebung der Sequenzen
e Fall 2: Verschiebung der Sequenzen

erlaubt ist.
In cinem zweiten Teil betrachten wir die Linge der lingsten Ubereinstim-
mungsfolge, wenn Ay, Ao, ... nach £ und By, Bs, ... nach v verteilt sind und

alle Buchstaben unabhangig sind.

1 Partl

Als Erstes betrachten wir die Lange R,, der lingsten Ubereinstimmungsfolge
zweier Sequenzen der Lange n von iid Buchstaben. Die Buchstaben seien aus
einem endlichen Alphabet A. Mit A; bzw. B; bezeichne die Zufallsvariable,
die die Ziehung des i-ten Buchstaben der Sequenz A bzw. B beschreibe. Die

Wahrscheinlichkeit fiir eine Ubereinstimmung betragt dann

p=>Y_¢&,

€A



wobei §; die Wahrscheinlichkeit fiir den Buchstaben ¢ sei. Daher lédsst sich
unseres Modell auf jenes eines n-fachen Miinzwurf mit Erfolgswahrschein-
lichkeit p reduzieren.

Der erste Satz, den wir beweisen werden, besagt, dass sich R,, asymptotisch
wie log1 (n) verhalt. Die zugrund liegende Idee ist die folgende:

Eine U%ereinstimmungsfolge der Lange m hat die Wahrscheinlichkeit p™.
Fiir grofie n und verhaltnismaflig kleine m gibt es ungefihr n verschiedene
Startpositionen einer Ubereinstimmungsfolge der Lange m. Daher ergibt sich

hieraus
E (Anzahl der Ubereinstimmungsfolgen der Linge m) = np™.

Gehen wir nun davon aus, dass die lingste Ubereinstimmungsfolge eindeutig
ist, so gilt 1 = npfin, was dquivalent zu R,, = log %(n) ist.
Wir werden zeigen, dass fiir grofles n mit Wahrscheinlichkeit 1 tatsachlich

R, =log: (n) gilt. Hierfiir erinnern wir an:
P

Bemerkung 1.1 (Borel-Cantelli) Gilt Y P (C,) < oo fiir eine Folge von

n=1
FEreignissen (Cy,), , so folgt P (C,, fiir unendlich viele n) = 0.

n?

Satz 1.2 Seien Ay, As, ..., B1, B, ... unabhdngig und identisch verteilt und
sei 0 <p=P (A = By) < 1. Definiere

R, =max{m: Ajy = By firk=1,...,m,0<i<n-—m}.

Dann gilt

Pllim—" — 1] =1
n logi (n)

Beweis: Im ersten Teil des Beweises ist das Ziel

Ry
P [ lim sup <1l|=1
n  logi(n)
p
zu zeigen. Dies ware erreicht, wenn wir zeigen konnten, dass mit Wahrschein-
lichkeit 1 fiir alle bis auf endlich viele n € N

R, <logi (n)
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gilt. Um die Rechnungen einfacher zu machen, beweisen wir Obiges zunéchst

fiir eine Teilfolge (ny), von (n),, . Sei dazu D; (n) := {A;4x = Biyx fir k=1, ...

wobei hier 0 <i <mn —m. Sei € > 0 und m := [(1 + €)log: (n)]|. Dann gilt

1
(I14+¢)logi(n)<m+1 & —(m+1)<log: (n_(1+5)) & —m < log: (—

p
o < ln—(l—i-e)’
p
also
P =P (D; (n) < ]%n (140

k
Fiir ng := L(%) | und my, := | (1 + €)log1 (ng)] definiere

Nk —mg Nk—Mg

E (ng) := U {Aiyp = Bipp fir k=1,...,my} = U D; (ny,)
=0 -0

als das Ereignis, dass R,, > m; gilt. Mit obiger Abschatzung sowie n; >
1, my > 0 ergibt dies

00 MEp—MmMy

Y P(Em) < > Y P(D = (m—my+1)p"

k=1 k=1 =0 k=1

0 —ek
Z?nwWZ—nw;‘”e 2 ()

= — Ek< ,
DI

da 0 < p¢ < 1. Mit Borel-Cantelli folgt P (E (ny) fiir unendlich viele k) =

d.h., mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert ein K € N, sodass fiir alle £ > K
gilt R,, < |(1+e¢€)logs (ng)]. Da mit R, < [(1+¢€)log:(n)| auch R,, <
(1+e€) log% (ng) gilt und e > 0 beliebig war, folgt R, < 10%% (ng). Insgesamt

VAN
”SIL\D

erhalten wir also, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 ein K € N existiert, sodass
R,, <log: (ng) fir alle k > K.
Mit Wahrscheinlichkeit 1 ist daher auch

hmsupi <1
logy (nx) ~ ’
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d.h.

P limsupi <1l]|=1.
ko logy (1)

Um die Aussage auf die Folge (n), . zu iibertragen zeigen wir

log1 (ng+1)
: P _
o lim 22—+ =
k log1 (nk)
P
um

. R, . Rnk
° hrnnsup Toa1 () < hmksup Toay (0
p p

und damit die Gleichheit der Limiten zu erhalten. Der Schliissel fiur den

ersten Punkt liegt in den Abschétzungen

logs (n) = logs (L(é) kj) < log: <(%) k) —

sowie

logs (n) = log: (L(%)ﬂ) > log: <Gj)k - 1> = log: <(%)k) +logs (1—p")

= k+logs (1 —pk).

Analog gilt log: (ngy1) > (E+1) + log: (1 —pk“). Definieren wir €, =
log1 (1 — pk) < 0 sowie 0, := log1 (1 — pk“) < 0, so gilt €, — 0 und dp — 0.

Nun liefern die obigen Uberlegungen

k+1+6k<10g§(”k+1)< k41
k = logi(ng) ~ k+e

logy (k1)
+)1 = 1 ergibt. Fiir den zweiten Punkt beachte, dass zum € N

was lim P ea e
k og1 (n

P
beliebig ein k,, € N existiert mit ng, < m < ng, 41 und dass mit der

Monotonie von R,, die Ungleichung

R R, logs (1k,,+1)
m < m+1 p
logi (m) = logi (nk,,+1) logs (m)

log% (Mey41) 108;% (1)




folgt. Gehen wir auf den Limes superior tiber, so ergibt sich

m

1; 1; Ry, 1082 (s 41)
e Plogi (m) = o Ploga (n, 1) logt (n,,)
p b ’
R log1 (ng41)
< limsup .

k 10%% (12k11) log% (rr,)

MEg+1

R, log1 (n41)
< limsup 1 Jimsup —2———
k log% (M+1) & 10% (@)
R,
= limsup AR

k 108;% (k1)

wobei wir beim zweiten Ungleichheitszeichen Teilfolgeneigenschaften ausge-

nutzt haben. Damit ist das Ziel, P (lim sup log}fﬁ < 1) = 1, erreicht.
n v

Zeige nun P (lim inf loglf‘"(n) > 1) = 1. Dazu sei 1 > € > 0 beliebig und
" »

C, = {Rn < (1—¢€)logs (n)} . Wir zeigen mit Borel-Cantelli, dass
P (C,, fiir unendlich viele n) = 0.

Das bedeutet wieder, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 ein N € N existiert mit
7, tritt nicht auf”’ fiir alle n > N. Mit anderen Worten existiert dann mit

Wahrscheinlichkeit 1 ein N € N, sodass R,, > log: (n) fiir alle n > N, d.h.

P | liminf [t >1|=1.
n - logi (n)

Definiere hierzu m := | (1 — €)log: (n)| und

Ei (n) = {A(m+1)i+k = B(m+1)i+k fur k = 1, M + 1}

fur0<i < LmLHJ — 1. Wir vergleichen die beiden Sequenzen also blockweise,
wobei jeder Block die Léange m+1 hat. Die F; (n) sind fiir festes n unabhéngig
und jedes E; (n) hat Wahrscheinlichkeit p™!. Nun ist

pm+1 Z pn—(l—s) 7
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da

m=[(1—elog: (n)] < (1—0)log, (n)
s -m—1 > —1—(1—-¢)log: (n)
o pm—l-l > pn—(l—e)'
Wir wollen als nachstes sehen, dass
n n
> 1
Lm—|—1J ~ log: (n) (1)

fir n groff genug. Fiir n > N und N € N geeignet gilt (1 —¢)log: (n) > 1

sowie
n n n n
> - —1 —1
Lm+1J m+1 “(I1—€)log:(n)+1 ~ 2(1—¢)log1 (n)
Gilt also

1 n 1> n
2 —2¢ ) log1 (n) ~ log1 (n)

fiir n gro genug, so auch Ungleichung ??. Die Ungleichung ist aquivalent zu

1 n 2e -1 n
-1 = > 1.
2 — 2 log: (n) 2 —2¢/ logi (n)

Letzteres ist erfillt fiir n > N € N, da lim —"— = oo, d.h., es gilt Unglei-

n logi (n)
chung ?? fiir n > N. Mit der Unabhéngigkeit der (E; (n)), sind auch deren

Komplemente unabhéngig und es folgt fiir groffie n wegen 1 + z < e

L)1

P(C,) = P(R,<(1-¢)logs(n)) <P N Em©

n
log (n)
P

— (1 _pm+1) L#J S (1 o pnf(lfe)) LmLHJ S (1 . pnf(lfe))

< ex — -
= P\ Tlogs () )

Wir wollen sehen, dass Y exp (—%) < oo und damit auch
v

n>2
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Y>> P (C,) < oo. Sei dazu A € (0,1). Nun ist

n>2
< A\
“ (1og1 <n>> -

_pne

—— < nln(\
& log: () = nlin (A)
o ; < _ln (N _ .
= log: (1) y

Da die linke Seite gegen Null konvergiert und c eine positive Konstante ist,
gilt exp % < \" fiir alle n grofl genug. Also konvergieren alle betrach-

teten Reihen und es folgt
P (Rn > (1 —¢€)log: (n) fiir unendlich viele n) = 0.

Dies impliziert

P | liminf fn >1]=1
n - logi (n)

und der Satz ist bewiesen. [J

Bemerkung 1.3 Der Satz benutzt an keiner Stelle, dass Ay, A, ..., By, Bo, ...
identisch verteilt sind. Daher kann er wie folgt verallgemeinert werden:
Seien Ay, Ag, ... nach & und By, Bs, . .. nach v verteilt. Ay, As, ..., B1, Bo, ...
seien unabhdingig und p =P (A; = B;) € (0,1). Ist

R, =max{m: Ajy. = By firk=1,... m,0<i<n-—m}

P [ lim It =1]=1.
n logi (n)

Als néchstes untersuchen wir wie sich die Lénge der langsten Ubereinstim-

wie oben, so gilt

mungsfolge H,, verhélt, wenn die zu vergleichenden Sequenzen gegeneinander
verschoben werden diirfen. Dieser Fall ist von groflerem biologischem Interes-

se. Fiir eine Ubereinstimmungsfolge der Lange m gibt es hier n? verschiedene
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Wabhlen der Startposition (i, j) . Mit derselben Heuristik wie oben wiirden wir

also nun erwarten, dass sich H,, asymptotisch wie log: (n?) verhélt. Dies ist
p

tatsachlich der Fall:

Satz 1.4 Seien Ay, As,...,B1, Bo, ... unabhdangig und identisch verteilt mit
0<p=DP(A; = By) < 1. Definiere

H, =max{m: A =DBj firk=1,... mA0<i,j<n-—m}.
Dann gilt P (limlogﬁ = 2) =1

Beweis: Die obere Schranke fiir den Limes superior erhélt man wie im
vorhergehenden Beweis. Fiir die untere Schranke braucht man noch andere

Hilfsmittel. Der Beweis ist zu lang, um ihn hier ordentlich aufzufiihren.

Lassen wir also Verschiebung der Sequenzen zu, so verdoppelt sich die

Linge der lingsten Ubereinstimmungsfolge.

2 Part Il

Satz 2.1 Seien Ay, As, ... nach & verteilt, By, Bs, ... nach v verteilt, wobei
alle Buchstaben unabhdngig seien und p = P (A1 = By) € (0,1). Dann gibt
es eine Konstante C (&,v) € [1,2], sodass

Auflerdem gilt

C(v)= sup min
( ) ~EPr(A) H

Y

wobei B, = 52 W (1)) = 2}477«1 log (ﬁ) und v alle Wahrscheinlichkeits-
ac

P
verteilungen auf dem Alphabet A durchlduft. Die Basis des Logarithmus ist



frei wahlbar.

Desweiteren ist C (,v) = 2 genau dann, wenn

1 1
maz (H(9.v)  H (8,6)} < 1 log (2;)

Bemerkung 2.2 Das oben definierte 5 mit 5(a) = B, fir a € A ist ein
Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Alphabet A, denn mit der Unabhdangigkeit
der A; und B; folgt

1 1 1
D Beo= = &a==Y P(Ai=a)P(Bi=a)=-> P(A =a=Dh)
acA paE.A paGA paeA

p

Bekanntlich gilt fir £ = v, dass C (§,v) = 2 ist. Der Satz zeigt, dass es
viele Verteilungen ¢ auf A gibt, sodass C (§,v) = 2 ist, was die Starke des
2log1 (n)-Gesetz belegt. Es folgt ein Beispiel, bei dem wir explizit bestimmen
k('jnnian, wann Verschiebung die Linge der langsten Ubereinstimmungsfolge

verdoppelt.

Beispiel: Sei A = {H, T} und seien Ay, Ay, ... mit P(A; = H)=P (A, =T) =
T sowie B, By,.. mit P (B;=H)=0=1-P (B;=T) und § € [0,1]. Dann
ist mit der Unabhéangigkeit der A; und B;

= PA=HPB,=H +PA=T)P(B;=T)
1 1 1
= —9+—<1—0):—
2 2 2

Nach Satz ?? hat R, ein Wachstum von R, ~ log,(n). Ist # = 1, also
P(B; = H) = 1, so entspricht H, der Lénge der lingsten Ubereinstim-
mungsfolge des Buchstaben H in A; A, ... A,,. Daher gilt wieder nach Satz 77
H, = R, ~log, (n). Analog gilt fir 6 = 0, dass H,, der Lange der langsten
Ubereinstimmungsfolge des Buchstaben T in A; A, ... A,, entspricht und wie-
der H, = R,, ~log, (n). Fir 0 = % haben die A; und B; dieselbe Verteilung
und es gilt damit H,, ~ 2log, (n) nach Satz ?7.
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Satz ?? besagt, dass H, ~ Clog, (n) fir ein C' € [1,2] und C = 2 genau
dann, wenn

maz (M (5,v)  H(5,6)} < 1 log (2).

In diesem Fall ist

£ = (fHaﬁT)—<%a%>
v o= () = (6,1 —0)

5 _ (BH,BT) _ (gHVH’ §TVT)
p p

und daher
H(B,v) = Bulog (f—H) + Brlog (%) =0.

H T
Somit ist C' = 2 genau dann, wenn H (3,£) < Llog(2). Hierbei ist

H(5,&) = Pulog (f—z) + Brlog (%) =0log (20) + (1 —0)log (2(1 —0)).

Lost man die Ungleichung nach 6, so erhéalt man, dass C' = 2 genau dann,
wenn 6 € [0.11002786...,0.88997214 .. .| gilt.
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