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Global Alignment

1 Einleitung

Bei der Betrachtung von zwei gegebenen Sequenzen ist man an der Ahnlichkeit der Sequenzen
interessiert. Wenn diese Sequenzen aber sehr lang sind, dann ist es nicht mehr so einfach zu
entscheiden, ob sie sich dhnlich sind. Um dies zu sehen, miissen die Sequenzen zuerst anders
angeordnet werden und Liicken (engl.: gaps) zugelassen werden. Das Vorhandensein eines
Gaps deutet dabei auf das Hinzufiigen (engl.: insertion) bzw. Wegfallen (engl.: deletion) von

Residuen in der Evolution der Sequenz hin. Gegeben seien beispielsweise

A = TACCAGT,
B = COCGTAA.

Beide Sequenzen haben die selbe Liange und es gibt nur eine Moglichkeit sie global anzuord-
nen, wenn keine Gaps zugelassen sind. Wenn diese aber erlaubt sind, dann gibt es mehrere

mogliche Anordnungen, z.B.

A=TACCAGT — —,
B=C-CC-GT AA
oder
A=TACCAGT — —,
B=—--CCCGT A A

Um dabei entscheiden zu kdnnen welches Alignment das bessere ist, muss man den Score der
Sequenzen berechnen konnen. Dabei ist zu beachten, dass die optimalen Alignments von der

Scoring-Funktion abhéngen und diese Funktion biologisch relevant sein muss.

In dieser Ausarbeitung werden zwei verschiedene Arten des Global Alignment und die Vertei-
lungen der jeweiligen Scores betrachtet. In dem einen Fall ist die Anordnung der Sequenzen
schon vornherein festgelegt und in dem anderen Fall ist diese nicht gegeben und muss optimal
bestimmt werden.

Gegeben seien zwei Sequenzen A = A1 As... A, und B = BB ... B,, der Liange n und m.
Dabei sind A4;, B; € Aiid. firi=1,...,n, j =1,...,m und A ist ein gegebenes Alphabet.
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Wenn die Anordnung der Sequenzen noch nicht festgelegt ist, kann man Liicken ” — "hin-
zufiigen, sodass man zwei neu angeordnete Sequenzen der gleichen Lénge L erhilt. Diese

Alignment - Transformation sieht aus wie folgt:

Ay .. Ay — AT AL (1.1)
Bi..By — Bl .. B}.

Hierbei ist zu beachten, dass alle Zufallsvariablen einer Sequenzen bei dem Alignment beriicksichtigt
werden und deren Reihenfolge auch nach der Transformation erhalten bleibt. D. h. die Teil-

sequenz fiir alle A7 # 7 — 7 entspricht A; ... A,.

2 Alignment Given

In diesem Abschnitt betrachten wir das Global Alignment fiir den Fall, dass die Anordnung
schon vorab gegeben ist und es keine Gaps gibt (d. h. keine Insertions und Deletions). Beide
Sequenzen haben die gleiche Linge, also A = A;...A, und B = Bj... B, und es wird
angenommen, dass das Alphabet A endlich ist.

Sei s(A, B) eine reellwertige Funktion. Dann gilt fir den Score S

i=1

Das folgende Theorem liefert Eigenschaften iiber den Erwartungswert,die Varianz und das

Verhalten des Scores bei groflem n.

Theorem 2.1. Seien A = Ay ... A,, B = B ... B, gegeben, wobei A; und Bj i.i.d. und sei
der Score wie in (2.1) definiert. Dann gilt

(a) IE(S) = nIE(s(4, B)) = np,

(b) Var(S) = n Var(s(A, B)) = no?,

(c) limy, o0 IP( S\/_gg“ <z)=®(x) = \/%7 [ e ®/2dt, d. h. der Score konvergiert fiir grofie n

gegen eine Standardnormalverteilung.

3 GroBBe Abweichungen fiir binomialverteilte Zufallsvariablen

In diesem Kapitel sei die reellwertige Funktion s definiert durch

1 a=b,
s(a,b) = * (3.1)
0 ,a#b,
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und die Indel penalty Funktion sei g(k) = oo fiir Gaps der Lénge k. Diese Funktion bewertet
vorhandene Gaps mit —g(k). Dabei ist die Funktion g nichtnegativ und subadditiv. Der Ali-
gnment Score S(A,B) fir A = A;... A, und B = Bj ... B,, mit fester Anordnung ist dann
eine B(n,p) - verteilte Zufallsvariable, wobei p = IP(A; = Bj) =IP(s(4,B) = 1).

Das Ziel ist hierbei einen p - Wert fiir beobachtete Werte der binomialverteilten Zufallsva-
riablen zu schétzen, welcher weit vom Mittelwert entfernt ist. Grole Abweichungen liefern
dabei Abschétzungen, welche viel akkurater sind als die Abschétzungen durch den Zentralen

Grenzwertsatz.

Sei Y, ~ B(n,p) und die Erfolgsrate « fiir k& von n Erfolgen gegeben durch
a=k/n, (3.2)
wobei a € (p,1).

Definition 3.1. Gegeben sei die relative Entropie H = H(a, p) = (a) log (%)—I—(l—a) log (%) .
Der Wert H heifit Kullback-Leibler Distanz.

Man kann beobachten, dass #H(a, p) von 0 bis log(1/p) wichst mit wachsendem « € (p, 1).

‘H misst die Distanz zwischen der B(n,p) - Verteilung (unter der die Daten generiert wur-
den) und der alternativen B(n, a) - Verteilung. Das zentrale Konzept bei grolen Abweichun-
gen besteht darin, simultan mit zwei Wahrscheinlichkeitsmaflen auf dem gleichen Raum von
moglichen Ereignissen zu arbeiten. Das folgende Theorem gibt eine obere Schranke, die fiir

alle n,p und « giiltig ist.

Theorem 3.2. Firp < a < 1,n = 1,2,3,..., mit der relativen Entropie H = H(c,p) wie
in Definition 3.1 und Y, ~ B(n,p) gilt

IP(Y,, > an) < e ", (3.3)

Beweis. Betrachte IP(Y;, > an) und wende innerhalb der Wahrscheinlichkeit die mono-
ton wachsende Funktion e auf beiden Seiten der Ungleichung an. Nutze im Anschluss die
Ungleichung von Markov, den binomischen Lehrsatz und die momenterzeugende Funktion
(e®p 4 (1 — p))™ der binomialverteilten Zufallsvariablen Yy, um {e=*?(1 — p + pe®)}" zu
erhalten. Indem dieser Ausdruck nach A minimiert wird, erhélt man e~? und damit die zu

beweisende Aussage. O

4 Alignment Unknown

Im Falle einer nicht vorgegebenen Anordnung von zwei Sequenzen A = A;...A, und B =

Bj ... By, unterschiedlicher Lange wird diese durch Optimalitdt bestimmt. Wie in der Alignment-
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Transformation (1.1) erldutert, werden Gaps fiir eine Anordnung benutzt. Dafiir wird die
reellwertige Funktion s erweitert durch s(a,—) und s(—,b). Dann gilt fiir den Alignment

Score

S = max {Z s(A7, B}) : alle Alignments} . (4.1)
i=1
Der grofie Unterschied zu der Situation in Abschnitt 2 besteht darin, dass bei der Optimie-
rung iiber die einzelnen Alignments die Normalverteilungseigenschaft des Scores abhanden
kommt. Deshalb widmet sich dieser Abschnitt den Verteilungseigenschaften des Scores, wenn
am Anfang keine Anordnung der Sequenzen gegeben ist und diese zuerst durch Optimalitat
bestimmt werden muss. Die Lemmata von Kingman und Azuma-Hoeffding liefern interessan-
te Resultate zu der Verteilung des Scores, jedoch konnte die Verteilung von .S bisher noch

nicht vollkommen analysiert werden.

Theorem 4.1. (Kingman)

Seien s und t nichtnegative ganze Zahlen mit 0 < s <t. X, sei eine Sammlung von Zufalls-
variablen, die folgende Bedingungen erfiillt

(a) Wenn s <t < u, dann gilt X5, < Xsi+ Xt o, d. h. Xg,, ist subadditiv.

(b) Die gemeinsame Verteilung von {X} ist die gleiche wie die von {Xgy1441}-

(¢) Der Erwartungswert hy = IE[Xo4| existiert und es gilt hy > —Kt fiir eine Konstante K
und alle t > 1.

Dann existiert der endliche Grenzwert limg_, oo Xor — p fast sicher und konvergiert im Mittel,

t
also liegt L1 - Konvergenz vor.

4.1 Lineares Wachstum des Alignment Scores

In diesem Abschnitt soll gezeigt werdem, dass der Alignment Score S linear wéchst, wenn
dieser eine Form wie in (4.1) aufweist. Dabei wirken sich Gaps negativ auf den Score aus,
da Deletions der Lange k mit —g(k) bewertet werden. Die Funktion ¢ ist nichtnegativ und
subadditiv. Dies fithrt dazu, dass Gaps der Linge s+t sich weniger oder mindestens genauso

negativ auf den Score auswirken wie zwei Gaps der Lénge s und t.
Definition 4.1.1. Der Score von (t-s) Zufallsvariablen ist definiert als
— Xt = Score vonAgy1 ... Ay und Bgy1 ... By.

Dabei ist =X das Mazimum einer endlichen Anzahl von Alignment Scores.
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Lemma 4.1.2. Sei —Xo; = Score von Ay ... Ay und By ... By gegeben. Dann erfillt —X; die

Voraussetzungen des Theorems von Kingman (vgl. Theorem 4.1) und somit gilt

. —Xot
im ——~
t—o00 t

=p f.s. und in L. (4.2)
Beweis. (a) Wegen der Optimalititseigenschaft des Scores und der Definition von X ; gilt

—Xou > (—Xst) + (=Xt n), also

Xou < Xt + Xpo  Also ist Xy, subadditiv.

(b) {Xs+} und {Xs41,41} haben die gleiche gemeinsame Verteilung, da beide von (¢ — s)
Zufallsvariablen abhéngen.

(c) hy = IE(Xo,) existiert, da der Erwartungswert einer einzelnen Anordnung existiert und
—Xo,+ als das Maximum einer beschrankten Anzahl von Alignment Scores definiert ist. Also
bleibt zu zeigen, dass h; > — Kt fiir eine Konstante K und alle ¢ > 1.

Setze s* = maz{s(a,b) a, b € A}. Dann gilt IE(—Xo¢) < maz{ts*, —2¢(t)} = tmax{s*, _2tg(t)}.
Der maximale Score bei einer kompletten Ubereinstimmung von ¢ Zufallsvariablen wére ts*.

Wenn aber die Sequenzen so angeordnet werden, dass iiberhaupt keine Ubereinstimmung
vorhanden ist, dann existieren 2¢ Gaps, die mit —2¢(¢) in den Score einflieflen.

Wenn s* < —2¢(t)/t, dann existiert lim; ,~ g(t)/t wegen der Subadditivitit von g, da
man fiir gréfler werdendes ¢ die Funktion durch die Summe von kleineren Funktionswer-
ten abschétzen kann, also g(t +t) < g(t) + g(t).

Als Maximum der Funktion s existiert s*. In dem Fall s* > —2¢(t)/t ist IE(—Xo,) also
ebenso beschrinkt. Damit existiert eine Konstante K, sodass h; > —Kt. Mit dem Theorem

von Kingman folgt dann die Behauptung. O

Damit ist auch schon das folgende Theorem bewiesen, welches aussagt, dass der optimale

Alignment Score linear mit der Linge der Sequenzen wéchst.

Theorem 4.1.3. Seien zwei Sequenzen A = A;... A, und B = B ... B, gegeben, wobei A;
und Bj i.i.d sind. Sei S, = S(A, B) = max {)_ s(A}, B}) : alle Alignments}. Dann existiert
eine Konstante p > IE(s(A, B)), sodass limy,_; o % = p fast sicher und in Ly konvergiert.

Sn IE(Sy)

Da limy, o0 22 = p fast sicher, konvergiert auch =

— P.

Hierbei ist aber zu beachten, dass selbst in dem einfachsten Fall, in dem der Score binomialver-
teilt ist, die Konstante p bis jetzt nicht bestimmt werden konnte. Uber die Varianz des Scores
Sy, ist ebenso nicht viel bekannt. Es existieren aber Grenzen fiir p: 0.7615 < p < 0.8575 und
ohne Anordnung hitte man IE(s(A, B)) = 0.5 (vgl. dazu Theorem 2.1). Ohne Anordnung
hat man also einen kleineren Wert fiir die Konstante p als bei der Anordnung, wenn ein

binomialverteilter Score zugrunde gelegt wird.
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4.2 Die Azuma-Hoeffding Ungleichung

Definition 4.2.1. (Martingal)

Sei Fo C F1 C ... eine Folge von Sub-o-Algebren und X,, ein F,- messbarer stochastischer
Prozess. {Xp}n>0 ist ein Martingal, falls

(a) IE|X,| < oo fir alle n, und

(b) B(X,|Frn-1) = Xp—1,n > 1.

Beispiel 4.2.2. Der Random-Walk S, = > X;, Fn = o(S1,...,5,) mit {X;}ien i.i.d,
i=1
E|X;| < oo und E(X1) = 0 ist ein Martingal, da

E(Sn+1 | fn> = E(S’n + Xn+1 ’ .Fn) =Sn+ E(Xn+1 ’ fn) = Sn + ]E(Xn—i-l) = Sn

Dies gilt wegen der F,-Messbarkeit von Sy, der Unabhdngigkeit von Xn,+1 von F, und da
E(X1) =0 fir die i.i.d Zufallsvariablen gilt.
Lemma 4.2.3. Sei {X,,}n>0 mit Xo = 0 ein Martingal bzgl. der Filtration {F,}, sodass

Xn—1=IEY|F,-1),n > 1. Wenn fiir eine Sequenz von positiven Konstanen c,,

| Xn — Xno1| < cp, flirn > 1,

n
B%/2 3 o
e k=1,

dann IE(ePXn) < (4.3)

Beweis. Bei diesem Beweis werden zwei Ungleichungen benétigt. Die erste Ungleichung ist

B < c—:ve_ﬂ0+c+:17

S 5 %€ fiir alle x € [—c, c].

Dies folgt aus der Konvexitit der Funktion ¢(t) = €. Dabei nutzt man @(yz; + (1 —7)z2) <
yo(z1) + (1 —v)p(z2), v € [0,1]. Dabei sind 21 = —¢, 22 = ¢,

c—x
Y= 2C ’
und 1l—vy= et a
2c
Die zweite Ungleichung
—T X
e te coshx < e*/2 fiir alle z,

2

folgt durch Anwenden der Taylor-Formel und anschlieendes Vergleichen beider Seiten. Es
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gilt nun

() = BB | F, )
— ]E(eﬁanl]E(eB(Xn_anl) | Fr1).

Da |X,, — X,,—1| < ¢, kann man die erste Ungleichung auf ePXn=Xn-1) anwenden. Des Wei-
teren nutzt man die Linearitdt des Erwartungswerts, die Martingaleigenschaft und die Mess-
barkeit von X,,_1 bzgl. der Filtration F,,_1. Damit gilt IE(eﬁ(X"_anl) | Fro1) < cosh Bcy,.
Durch iteratives Anwenden der eben gezeigten Abschitzung und der Martingaleigenschaft
auf IE(efX) folgt die Behauptung. O

Lemma 4.2.4. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Lemma 4.2.3 und X > 0 gilt

/@23 )
P(X, >\ <e = (4.4)

Beweis. Benutze fiir die Ungleichung von Markov die monoton wachsende Funktion g : R —
[0, 00) mit g(t) = e, B > 0. Dann gilt

IE(efXn)

P(X, 2 M) € = o

Durch Anwenden von Lemma 4.2.3 und minimieren nach S erhilt man die Ungleichung. [

Die Azuma-Hoeffding Ungleichung gibt eine Beschrankung fiir grofle Abweichungen bzw. die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsvariable seinen Mittelwert um einen bestimmten Wert

iiberschreitet.

4.3 GroBe Abweichungen vom Mittelwert

Lemma 4.3.1. Sei S = S(ay...ag,by...by) = S(ci...ci) der Alignment Score fiir k Paare von
Buchstaben, ¢; = (a;,b;). Und sei S = S(cl...ci,l,c;,cHl...ck) der Score fiir k Paare von
Buchstaben, wobei nur das i-te Paar verdindert wird. Sei s* = max{s(a,b) : a,b € A} und
s« = min{s(a,b) : a,b € A}. Dann gilt

S—§ < mazx{min{2s* + 4¢g(1),2s* — 2s,},0} = ¢ (4.5)

Beweis. Betrachte das i-te Paar ¢; = (a;,b;) in S und c; = (a;,b;) in §. Um die maximale
Differenz S — S’ bei einer Veriinderung in dem i-ten Paar zu beschrinken muss man eine
Fallunterscheidung machen.

1. Fall: a; stimmt mit b; und b; stimmt mit a; {iberein.

Dabei wird ein maximaler Score von 2s* in dem Score S erzielt. Wenn a; in a; und b; in

! . . . . . . .
b; umgeéndert wird, wird mindestens ein Score von 2s, erzielt oder alle vier Buchstaben
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konnen geloscht werden. Wegen der Subadditivitdt von g ist die zusétzliche deletion penalty
héchstens gleich 4g(1). In diesem Fall kann die Differenz von S und S* beschriinkt werden
durch § — §' < min{2s* + 4¢(1), 2s* — 2s,}. Fiir den Fall, dass a; oder b; geloscht werden,
gilt auch die obige Abschitzung.

2. Fall: a; stimmt mit b; iiberein.

Eine hohe Scoring-Ubereinstimmung wird durch eine niedrige Scoring-Ubereinstimmung er-
setzt oder beide Buchstaben kénnen geléscht werden. Also S— S < min{s*+2g(1), s* — s, }.
Wenn dabei s* +2¢(1) < 0, dann wére S >S5 , was der Optimalitit des Alignment Scores S
widersprechen wiirde. In diesem Fall ist Sy = 2¢(k) unabhéngig von den Sequenzen und es
gilt § — S = 0. Damit gilt die Behauptung. O

Theorem 4.3.2. Gegeben seien zwei Sequenzen A = Ay ... A, und B = By ... B, wobei A;
und Bj i.i.d sind. Sei S = S(A, B) der globale Alignment Score. Wenn ¢ die Konstante aus

Lemma 4.3.1 ist, dann
IP(S — IE(S) > yn) < e~ 7'M2, (4.6)

Beweis. Wir wollen hier Lemma 4.2.4 anwenden. Dafiir benutzen wir, dass X; = E(Y | F;)
mit Y = S(C4...Cp) — IE(S(C...Cy)) ein Martingal ist, wobei F; = o(C}...C;) die von den

ersten ¢ Paaren von Zufallsvariablen C; = (4;, B;) erzeugte o- Algebra ist. Dies gilt, da

E(X, | Fno1) =EIEY | F) | Foo1) =EY | Fro1) = X1

DaY F,-messbar ist, gilt X, =E(Y | F,) =Y = S —IE(S) mit den gegebenen Definitionen
und der Martingaleigenschaft.
Der entscheidende Punkt des Martingals ist

S | .7: Z S Cl,...,Ci,CiJrl,...,Cn)IP(CZ'Jrl :Ci+17---0n :Cn).
Ci+1,5--+,C
Dies gilt, da man die Werte von Cj 41, ..., Cp, mitteln muss, um S(C...Cy,) auf F; = o(Cy, ..., C;)
messbar zu machen. Im Anschluss betrachtet man die Differenz | X; — X;_1 | der zuvor defi-
nierten X; und bekommt mit Lemma 4.3.1 eine obere Grenze fiir diese Differenz. Dann kann

man Lemma 4.2.4 anwenden und bekommt damit die Behauptung. O

Korollar 4.3.3. Unter den Voraussetzungen von Theorem 4.3.2 gilt
P(Sp/n—p>) <e 12 (4.7)

Es, _

n

Beweis. Wegen der Subadditivitdt des Scores folgt mit Theorem 4.1.3 p = lim,,_,
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SUPp IEflS". Also hat man mit IE(S,) < np
IP(S, > (v +p)n) < P(S, — IE(S,) > yn). (4.8)
Durch Anwenden von Theorem 4.3.2 erhélt man die Gleichung. 0

Korollar 4.3.3 sagt dabei aus, dass eine exponentielle Konvergenzgeschwindigkeit der gegebe-
nen Wahrscheinlichkeit vorliegt.
Theorem 4.3.4. (Steele)

Sei f(x1,...,xy) eine Funktion und X, X;, 1 <1 < n, seien 2n Zufallsvariablen, dann
1 n
Var(f) < S{BY (f = fi)*}: (4.9)
=1

wobei f = f(X1,...,Xn) und fi = f(X1, ...,X;, woey Xp) durch Ersetzen von X; durch XZ{
entsteht.

Theorem 4.3.5. Gegeben seien zwei Sequenzen A = Ay... A, und B = By...By, wobei A; und
Bj i.i.d sind. Sei S, = S(A, B) der globale Alignment Score. Wenn ¢* = max{0, min{s* +
29(1),s* — sy}t und p ="P(A1 = By), dann gilt

Var(S,) < n(1 —p)c*2. (4.10)
Beweis. Es wird nur eine der 2n Zufallsvariablen zur gleichen Zeit gedndert. Damit gilt
1S — S| < max{0, min{s* + 2g(1), s* — s.}} = ¢*, wobei ¢* = jc¢ aus Lemma 4.3.1. Mit
Wahrscheinlichkeit IP(A; = Bj) hat sich i-te Zufallsvariable nicht veréndert, also gilt hier

S — S(Z) = 0. Zudem

s mitIP(A1 = Bl),

(S—S@) = . :
(S — S(z)) , mit (1 — IP(Al = Bl))

Also ]E(S— S(z))Q =0 IP(Al = Bl) + (S — S(z))2 . (1 — IP(A1 = Bl)) < 0*2 . (1 —]P(A1 = Bl))
Da es 2n Terme gibt gilt mit dem Theorem von Steele (vgl. 4.3.5)

2n
1
Var(S,) < §{IE Z(Sn - Sn(j))z}
j=1

2n
1
= 5{2 ]E(Sn - Sn(j))Q}
j=1

IA

1 2n
et a-m
j=1

1
=5 2n(1 — p)c*?
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Damit haben wir eine Beschrankung von Var(S,), die linear von n abhéngt.
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