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Einfihrung

Wir haben im siebten Vortrag schon die Theorie der diskreten Markovketten mit end-
lichem Zustandsraum kennen gelernt, einige elementare Definitionen wie Homogenitét,
Aperiodizitat und Irreduzibilitét als fiir unsere Zwecke hilfreiche Eigenschaften erldutert
und daraus dann die Existenz und Eindeutigkeit einer stationdren Verteilung hergeleitet.
Eine Markovkette ist immer schon vollstindig durch den Vektor ihrer Anfangsverteilung
1@ und die Ubergangsmatrix P = (p;;); je charakterisiert, wobei A den Zustandsraum
bezeichnet. Unabhingig von (9 konvergiert x®, der Vektor der Verteilung zum Zeit-
punkt ¢ € IN, dann in Totalvariation gegen die stationdre Verteilung .

Zur Modellierung von DNA-Sequenzen haben wir Markovketten betrachtet, die zu je-
dem Zeitpunkt einen Buchstaben des Alphabets A = {A,C,G,T} erzeugen. Dadurch
entstehen Sequenzen unendlicher Lange, von denen wir immer nur die ersten L Folgen-
glieder zur Analyse verwandt haben. Dann summieren sich die Wahrscheinlichkeiten fiir
alle denkbaren Sequenzen mit fester endlicher Lénge, die von der Markovkette erzeugt
werden konnen, zu 1 auf. Wir haben auch gesehen, dass diese Figenschaft sogar ohne
Fixierung einer festen Lénge gilt, falls die Markovkette nichttrivial verbunden ist.

In der Praxis sind oft so genannte Trainingsdaten gegeben, also DNA-Sequenzen, die
bereits analysiert und als Gene erkannt wurden und aus denen wir durch Berechnung
relativer Hiufigkeiten die A-priori-Konnektivitit festlegen, d.h. wir schiitzen die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten. Anschliefsend kann dann die daraus resultierende Markovket-
te verwandt werden, um weitere DNA-Sequenzen mit den Trainingsdaten zu vergleichen
und bestimmte Aussagen zu machen, z.B. ob die gegebene Sequenz ebenfalls ein Gen ist.

Prokaryotische Gene, die Proteine kodieren, haben die folgende Gestalt:

Start-Codon ORF Stopp-Codon

Abbildung 1: schematischer Aufbau eines prokaryotischen Gens

Jedes Quadrat steht fiir einen Buchstaben (Nukleotid) und jedes Tripel ergibt ein Co-
don, welches wiederum eine Aminosaure kodiert. Da die Start- und Stopp-Codons immer
aus denselben Buchstabenkombinationen bestehen, ist es leicht, die offenen Leserahmen
(ORF = open reading frames), die zur Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten
betrachtet werden, zu lokalisieren.



Die Struktur von eukaryotischen Genen ist allerdings komplexer. Es gibt kodierende
und nichtkodierende Abschnitte (Ezons bzw. Introns). Ein Ziel der Verwendung von
Hidden Markov Models ist, dies zu beriicksichtigen und dadurch eine realistischere Mo-
dellierung zu erzielen. Des Weiteren ist das Auffinden der ORF mit hohem Aufwand
verbunden, zumal die Anzahl an Trainingsdaten sehr hoch sein kann und auch sollte,
wenn gute Ndherungen der Wahrscheinlichkeiten erzielt werden sollen. Daher mochte
man Algorithmen finden, die eine gegebene Sequenz direkt analysieren und zusétzlich
weitere Eigenschaften untersuchen konnen.

Hidden Markov Models

Definition

Ein Hidden Markov Model (HMM) ist eine diskrete, nichttrivial verbundene Mar-
kovkette mit endlichem Zustandsraum Z = {Z,, ..., Zy}, Ubergangsmatrix P = (p;;),
i,j = Z1,...,Zn, und Anfangsverteilung p(® = ( (Zol), . 7M(Z()1)V>= die in jedem Zustand
Buchstaben aus einem Alphabet A ausgibt.

Fiir jeden Zustand Z; und jeden Buchstaben a € A wird eine Emissionswahrscheinlich-

keit definiert durch gz, (a).

Es gilt:
Y qzla)=1Vk=1,. N. (1)
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Abbildung 2: Hidden Markov Model

In Abbildung 2 ist ein Hidden Markov Model mit dreielementigem Alphabet dargestellt.
B und €& sind die bereits bekannten Anfangs- und Endzustinde. Wir sehen nur die Se-
quenz aus den Buchstaben des Alphabets, aber nicht, welcher Zustand sie emittiert hat.



Die Zustandssequenz bleibt versteckt. Daher kommt auch der Name Hidden Markov Mo-
del. Es besitzt also zusétzliche Eigenschaften, die es uns ermdglichen werden, biologische
Phanomene besser beschreiben zu kénnen als gewohnliche Markovketten.

Betrachten wir zunéchst ein einfaches, aber wichtiges Beispiel, denn durch folgendes
Modell kénnen Exons und Introns modelliert werden.

Das ,,Two-Block~-Modell

@

Abbildung 3: Zustinde des Two-Block-Modells

Gegeben ist eine Markovkette mit Zustandsraum Z = {A,, C,, G,, T}, Aiy, Cig, Gig, Tig }.
L2 steht fiir ,gene”, also fiir ein Nukleotid aus einem Exon, ,jig* steht fiir ,intergenic®,
also fiir Buchstaben aus einem Intron. Wir nehmen an, dass die Markovkette vollstédndig
und nichttrivial verbunden ist, d.h. simtliche Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen
den Zustédnden existieren und jeder Zustand, der von B aus erreicht werden kann, hat
eine positive Ubergangswahrscheinlichkeit zu €. Die Buchstaben des Alphabets, die in
jedem Zustand emittiert werden, sind die vier Basen: A = {A, C, G, T}. Thre Emissions-
wahrscheinlichkeiten sind dann gegeben durch

44,(A) = qa,(4) =1
q4,(C) = qa,(C) =0
44,(G) = qa,(G) =0
QAg(T> = QAig(T) =0
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(]Tg(A) = QTig(A) =0
qr,(C) = qr,,(C) =0
QTQ(G) = QTig(G) =0

(1)) () =1
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Hierbei sind Ubergéinge zwischen simtlichen Zustinden erlaubt und die Ubergangsma-
trix ist eine 10 x 10-Matrix (wenn wir B und £ als Zustéinde ansehen). Dadurch gibt es
sehr viele Parameter in dem Modell und um diese schétzen zu kénnen wird eine grofe
Anzahl an Trainingsdaten benotigt. Deswegen braucht man fiir die Praxis ein einfacheres
Modell, das wir im Beispiel des Abschnitts ,Parameterschétzung” kennen lernen werden.

Es gibt mehrere mogliche Problemstellungen, wenn man mit Hidden Markov Models
arbeitet;:

1. Wenn sowohl die Ubergangs- als auch die Emissionswahrscheinlichkeiten gegeben
sind, also z.B. durch Trainingsdaten geschiatzt wurden, kann man fiir eine Sequenz
x = x1...77 von Buchstaben aus A die Wahrscheinlichkeit des Sequenzpaares
(x, ) definieren. Hierbei ist m = 7y ... 7 eine Sequenz von Zusténden aus Z, die
wir im Folgenden Pfad nennen. Es liegt also die Situation vor, dass wir z kennen
und gerne Aussagen iiber 7 treffen mdéchten. Man kann dann den wahrschein-
lichsten Pfad m, durch den z erzeugt wurde, finden. Diesen Vorgang nennt man
Dekodierung ( Entschliisselung).

2. Umgekehrt konnen gegebene Pfade betrachtet und dann Aussagen iiber Sequen-
zen getroffen werden. Gesucht ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir eine Sequenz =z,
aus dem gegebenen Hidden Markov Model generiert worden zu sein ( Gesamtwahr-
scheinlichkeit).

3. Ein weiteres Problem ist die Parameterschitzung fiir eine gegebene Menge von
Trainingsdaten. Auch hier unterscheidet man die zwei Fille, dass die Pfade ent-
weder bekannt oder unbekannt sind. Wir werden uns nur auf den einfachen Fall
beschrinken, dass Pfade bekannt sind.

4. Oft m6chte man auch fiir eine gegebene Sequenz = ermitteln, ob sie mit bestimmten
Trainingsdaten ,yerwandt® ist. Es wird die Wahrscheinlichkeit fiir (x,7) bzw. x
berechnet und wenn diese einen vorher festgelegten Schwellenwert iiberschreitet,
steht die gegebene Sequenz tatsichlich in Beziehung zu den Trainingsdaten. Es
wird also ein Test durchgefiihrt. Hier kann es allerdings zu Fehlern 1. und 2. Art
kommen.

Im Folgenden werden verschiedene Algorithmen vorgestellt, mit denen diese Problem-
stellungen geltst werden kénnen.



Der Viterbi-Algorithmus

Wir widmen uns zundchst dem ersten vorgestellten Problem, der Dekodierung. Zunéchst
miissen die Parameter des Modells, also hier sowohl die Ubergangs- als auch die Emis-
sionswahrscheinlichkeiten, aus Trainingsdaten geschitzt werden. Ein Algorithmus da-
fiir wird spéter vorgestellt. Sind diese Parameter gegeben, kdnnen wir eine A-priori-
Konnektivitdt bestimmen, wobei die zugrundeliegende Markovkette des Modells dann
nichttrivial verbunden ist. Fiir eine Sequenz x = x; ...z von Buchstaben aus dem Al-
phabet A und einen Pfad m = 7y ... 7y, der selben Lange ist die Wahrscheinlichkeit, dass
x von w generiert wurde, definiert als

IP('Tv 7T) = p07r1Q7r1 (‘xl)pﬂ'1ﬂ'2q7r2 ('TQ) Tt pr,leQTrL (xL)prO- (2)

Hier und im Folgenden schreiben wir pg., := po1 und pr, ¢ := pr, 0. Tatsdchlich kann
man zeigen, dass die Haufigkeit, mit der x von 7 generiert wird, unter allen Sequenzen,
die auf die Lange L gekiirzt worden sind, gegen diesen Wert konvergiert.

Satz 1
Es gilt

Z P(x,m)=1

(z,m)ES,

mit S, = Menge aller Sequenzpaare aller endlichen Léngen.

Beweis
)
> pen-3 Y
(;I: m)ESe L=1 (z,m)eSL,
(2)
: Z Z p07F1Q7I'1 Il p7r17r2q7r2($2) 'pr,lnqurL<xL>p7rL0
L= 1 TI')ESL

- Z Z Z p07r1Q7r1 T p7r17r2q7r2 ([E2) *Prp_17mAnp, (l’L)pro
L=

1 m,..., TL€Z x1,...,x,EA

(1)
: Z Z p07r1q7r1 (xl) BEITIEI p7rL727rL71Q7rL,1(xL—l)pr,ﬂerwLO

L=1 mq,..., TL€EZ x1,...,x,_1EA



- Z Z Z Por4m (ml) Cee " Prp_gmp_oQnp_s (‘rL—Q)pWL—27rL71p7TL—17er7rLO
L=1

TLyees TLEZ T1,., @, _2EA

=...= Z Z Dom P * «+ - * Py _qympPrpo = 1

L=1m,..7r EZ

Hierbei bezeichnet S;, die Menge aller Sequenzpaare mit Lange L. Die letzte Gleichheit
gilt nach Satz 7.7 des Vortrags iiber Markovketten.

g

Wie finden wir jetzt aber einen wahrscheinlichen Pfad fiir x und was bedeutet das ei-
gentlich genau? Eine Idee ist, einen Pfad 7* zu finden, der P(z, ) unter allen 7 (beachte:
x und 7 haben beide Lénge L) maximiert. 7* muss nicht eindeutig sein; es kénnen meh-
rere solcher Pfade existieren. Wir werden sie auch Viterbi-Pfade nennen. Man konnte
P(z,7) fiir alle moglichen Pfade ermitteln, was aber viel zu aufwindig und praktisch
nicht moglich ist, da die Anzahl mit L exponentiell wichst. Der Viterbi-Algorithmus
dagegen ist effizienter.

Gegeben ist ein Hidden Markov Model mit Zustandsraum Z = {Zy,..., Zy}, Uber-
gangswahrscheinlichkeiten psz, = poj, pzz, = pij, Pz;e = Pjo, 4,7 = 1,..., N, und
Emissionswahrscheinlichkeiten gz, (zx) := q;(zx), j=1,...,N, k=1,..., L.

Viterbi-Algorithmus

(1) = porqr(z1) firk=1,...,N

ve(i + 1) :qk(le)l_r?axNvl(i)plk Vi=1,...,.L—1, k=1,...,N mit

=1,...,

Vg, (Z) - max eZpOﬂ'l qry (xl)pTFlTrQQWQ (l'z) Ceee  Pri_omi 19w (xifl)pﬂ'iflek(xi)

T1yeeyTi—1

firi=2,...,L, k=1,...,N

Man berechnet also Anfangswerte und ermittelt dann rekursiv v (i + 1). Dabei wird
in jedem Schritt eine Menge V(i) erstellt, die alle ganzen Zahlen m mit

U () Pk =  max i (2)pu

firi=1,...,L—1, k=1,..., N enthélt. Aukerdem gilt:

max Pz, m) = max v(L)po

mit P, = Menge aller Pfade der Lange L.



Dann definieren wir V(L) als Menge, die alle ganzen Zahlen m enthilt, fiir die

VU (L) pmo =  max v (L)pio

gilt. Jeden Viterbi-Pfad kann man nun folgendermafsen riickverfolgen: Wiahle
my € V(L), dann mp_1 € Vy, (L — 1), mp_o € Vp,, (L —2),...,my € Vp,(1). Fiir
den daraus resultierenden Pfad 7* = Z,,,, Z,,, ... Z,,,, gilt dann
P *) = P .
(z,7") = max P(z, )
In der Praxis wird der Viterbi-Algorithmus in dem Programm ,GENSCAN* angewandt,

um menschliche Gene zu dekodieren. Fiir ndhere Informationen kann man die Website
http://genes.mit.edu/ GENSCAN.html besuchen.

Beispiel
Wir betrachten ein einfaches Beispiel mit Zustandsraum Z = {Z;, Zo} und Alphabet
A={A C,G,T}. Die zugehorige Markovkette hat folgende Gestalt:

Abbildung 4: Graph der zum HMM gehorigen Markovkette

Die Pfeile entsprechen den Ubergangswahrscheinlichkeiten. Die Emissionswahrschein-
lichkeiten sind gegeben durch

Q2(A) =01 CJ2(C) =0,4; CJQ(G) =0,2; C]2(T) =0,3.

Die beobachtete Sequenz lautet + = GATTACA.

Wir beginnen damit, die Anfangswerte zu berechnen:

U1<1) = pOlQl(G) = O, 6 - 0, 25 = O, 15
UQ(l) = pOQQQ(G) = O, 4. O, 2= 0, 08



Aus diesen ermitteln wir nun die Werte fiir 7 = 1:

01(2) = u(4) - max(v(L)pu) = 0,3 - max(0,06; 0,048) = 0,3-0,06 = 0,018

= V(1) = {1}, denn das Maximum wird nur fiir [ = 1 erreicht.
v2(2) = q2(A) - {E%{(vl(l)plg) =0, 1-max(0,06; 0,024) =0,1-0,06 = 0,006

Weiter berechnet man:

v1(3) = 0,2 - max(0,0072; 0,0036) = 0,00144 = Vi(2) = {1}
v2(3) = 0,3 - max(0,0072; 0,0018) = 0, 00216 = V(2) = {1}
v1(4) = 0,2 - max(0,000576; 0,001296) = 0, 0002592 = Vi(3) = {2}
v5(4) = 0,3 - max(0,000576; 0,000648) = 0,0001944 = V(3) = {2}
v1(5) = 0,3 - max(0,00010368; 0,00011664) = 0, 000034992 = Vi(4) = {2}
v(5) = 0,1 - max(0,00010368; 0,00005832) = 0, 000010368 = Vy(4) = {1}
1 (6) = 0,25 - max(0,000013997; 0,000006221) = 0,000003499 = V;(5) = {1}
02(6) = 0,4 - max(0,000013997; 0,00000311) = 0,000005599 = V,y(5) = {1}
v (7) = 0,3 - max(0,0000014; 0,000003359) = 0,000001008 = V1(6) = {2}
v(7) = 0,1 - max(0,0000014; 0,00000168) = 0,000000168 = Vy(6) = {2}
= max P(x, 7) = max(u(7)pi) = max(0,000000202; 0,000000017) = 0, 000000202
= V(7) = {1}

=m;=1 mg=2, ms=1 my=2, mg=2, mpy=1, my =1
NN AVAVAY YAV VAR
Die Ergebnisse sind auf neun Stellen nach dem Komma gerundet. Hier liegt der Spezial-

fall vor, dass die Mengen V(i) und V(L) jeweils nur ein Element enthalten. Daher gibt
es auch einen eindeutigen Viterbi-Pfad.



Der Forward-Algorithmus

Dieser Algorithmus ist dem Viterbi-Algorithmus sehr dhnlich. Gesucht ist hier jedoch
die Gesamtwahrscheinlichkeit

P(x) = Z P(x, ) (3)

fiir eine gegebene Sequenz z = x;...zy. In diesem Fall sind Pfade also nicht bekannt
und wir beschéftigen uns mit Problemstellung 2.

Satz 2
Es gilt

Y Px)=1,

r€EM,

wobei M, die Menge aller Sequenzen aller endlichen Lingen ist.

Beweis
Es gilt

Z P(x) :Z Z P(x) @Z Z Z P(x,m) =1,
veM. L=1zeMp, L=12eM, w€P;,

wobei die letzte Gleichheit direkt aus Satz 1 folgt und My die Menge aller Sequenzen
der Liange L bezeichnet.

O

Theoretisch konnte man alle moglichen Pfade der Lénge L ermitteln, jeweils P(z, 7) be-
rechnen und dann aufsummieren, aber praktisch ist der Aufwand natiirlich viel zu hoch.
Der Forward-Algorithmus berechnet P(x) effizienter.

Forward-Algorithmus

fe(1) = porqe(z1) fiir k=1,...,N

N
fe(@+1) = qe(@ip) X fili)pe Yi=1,...,L—1, k=1,...,N mit
=1

fk‘(l) - Z p07r1Q7r1 (xl)pﬂlﬂ’QqﬂQ (372) Tt pm,gm,l%ri,l(xi—l)pm,lek(aji)

T yeeny Ti—1€EZ

firi=2,....L, k=1,....N




Auch hier berechnet man zun#chst die Anfangswerte und dann rekursiv fi(i + 1). Ist
schlieflich der Wert fi(L) bestimmt, kann P(z) direkt durch

r) =Y filL)pro

ermittelt werden. Der numerische Aufwand durch das Speichern der Werte fiir die Vj ()
entfillt hier. Seinen Namen hat der vorgestellte Algorithmus daher, dass er die Sequenz
x vorwdrts einliest.

Beispiel

Wir betrachten wieder das Hidden Markov Model aus dem Beispiel fiir den Viterbi-
Algorithmus mit der beobachteten Sequenz x = GATTACA. Wir erhalten folgende
Anfangswerte:

f1(1) = poig1(G) = 0,6-0,25 =0, 15
fg(l) = pog(]Q(G) = 0,4 . O, 2 = O, 08
Nun folgen die Rekursionsschritte:

A) Z fiWpn = qi(A) - (f1(D)pu + f2(1)par)

=0 3-(0 15-0,4+0,08-0,6) =0,0324

= ¢2(A Zfl )piz = q1(A) - (fi(L)prz + f2(1)p22)

=0,1- (O 15 0,44 0,08-0,3) = 0,0084

f13) = @ (T) - (f1(2)p11 + f2(2)par) = 0,2 (0,0324 - 0,4 + 0,0084 - 0,6) = 0,0036

f2(3) = @(T) - (f1(2)p12 + f2(2)paz) = 0,3 -(0,0324 - 0,4 + 0,0084 - 0,3) = 0, 004644
f1(4) = @ (T) - (f1(3)p11 + f2(3)par) = 0,2 (0,0036 - 0,4 + 0,004644 - 0, 6) = 0,00084528
f2(4) = @(T) - (f1(3)p12 + f2(3)paz) = 0,3 - (0,0036 - 0,4 + 0,004644 - 0, 3) = 0, 00084996
[1(5) = qi(A) - (fi(4)p11 + f2(4)p21) = 0,000254426

f2(5) = q2(A) - (f1(4)p12 + f2(4)p22) = 0,00005931

f1(6) = @1 (C) - (f1(5)p11 + f2(5)p21) = 0,000034339

f2(6) = Q2(C) ) (f1(5)p12 + f2(5)p22) = 0,000047825

f1(7) = qi(A) - (f1(6)p11 + f2(6)p21) = 0,000012729

f2(7) = q2(A) - (f1(6)p12 + f2(6)p22) = 0,000002802

ka )pro = f1(7)p1o + f2(7)pao

= O, 000012729 - 0,24 0,000002808 - 0,1 = 0,000002827

10



Der Backward-Algorithmus

Dieser Algorithmus bestimmt ebenso wie der gerade vorgestellte Forward-Algorithmus
die Gesamtwahrscheinlichkeit P(z). Wie der Name schon verrit, wird die Sequenz
xr = x1...71 diesmal riickwérts eingelesen. Aber warum gibt es zwei Algorithmen fiir
die Ermittlung der gleichen Wahrscheinlichkeit? Wir werden spéter sehen, dass ein Algo-
rithmus, welcher wie der Viterbi-Algorithmus beim Dekodieren eingesetzt wird, sowohl
vom Forward- als auch vom Backward-Algorithmus Gebrauch macht.

Backward-Algorithmus

bp(L) = pro fiir k=1,...,N
N

bk(l) = pqul(.TiJrl)bl(i a4 1) fir i = 1, ce ,L — 1, k= 1, c. ,N mit
=1

bk(z) = Z Prr;1Gm;q (xi+1)p7ri+17w+2qm+2 (mi-&-?) teee " Prpgmp9ng (xL)pﬂ'LO

firi=1,....L—1, k=1,...,N

Zunichst werden wieder die Anfangswerte by(L) berechnet und anschliefend werden
die Werte bi(L — 1),...,bg(1) mit der Rekursionsformel bestimmt. Damit erhilt man
dann

P(z) = porae(r1)bi(1).

Beispiel
Gegeben sind wieder die selben Daten wie bei den vorherigen Beispielen mit
x = GATTACA. Die Anfangswerte sind:

51(7) =p1o=0,2
52(7) =py =0,1

11



Die Rekursionsschritte erfolgen ebenfalls ,riickwarts™:

2
b1(6) = ZpleI(A)bl(7) = p11q1(A)b1(7) + pr2ga(A)ba(T7)
=1
=0,4-0,3-0,240,4-0,1-0,1=0,024+ 0,004 = 0,028

- ZP%Q!(A)Z)IW) = P21q1(A)b1(7) + P22ga(A)ba(T7)

=0,6-0,3-0,2+0,3-0,1-0,1=0,036+ 0,003 = 0,039

0,000012345 + 0,000002159 = 0, 000014504

b1(5) = 111 (C)b1(6) + p1aga(C)ba(6) = 0,0028 + 0, 00624 = 0, 00904

b3 (5) = parr (C)b1(6) + Paaga(C)ba(6) = 0,0042 + 0, 00468 = 0, 00888

b1(4) = prigi (A)b1(5) + praga(A)ba(5) = 0,0010848 + 0,0003552 = 0, 00144

bs(4) = pori (A)b1(5) + pasga(A)ba(5) = 0,0016272 + 0,0002664 = 0, 0018936

b1(3) = praqr(T)b1(4) + p1aga(T)ba(4) = 0,0001152 + 0, 000227232 = 0, 000342432

bs(3) = porqn (T)b1(4) + pazga(T)ba(4) = 0,0001728 + 0,000170424 = 0, 000343224

b1(2) = p11g1(T)b1(3) + praga(T)ba(3) = 0,000027395 + 0,000041187 = 0, 000068582

b3(2) = o1 (T)b1(3) + pa2qa(T)b2(3) = 0,000041092 + 0,00003089 = 0, 000071982

bi(1) = prgi(A)b1(2) + praga(A)ba(2) = 0,00000823 + 0,000002879 = 0, 000011109
(1) (A)b1(2) (A)b2(2) =

2
T) = ZPOka<G)bk(1) = po1¢1(G)b1(1) + po2ga(G)b2(1)
= (,000001666 + 0,00000116 = 0,000002826

Wie erwartet ist dies die gleiche Wahrscheinlichkeit wie beim Forward-Algorithmus,
wobei sich die letzte Ziffer auf Grund von Rundungsfehlern um 1 unterscheidet.

A-posteriori-Dekodierung

Wie schon angekiindigt wird hier sowohl der Forward- als auch der Backward-Algorithmus
angewandt. Zundchst wiederholen wir einige Begriffe aus der Wahrscheinlichkeitstheorie
speziell fiir Hidden Markov Models.

12



Gegeben ist ein Hidden Markov Model mit nichttrivial verbundener Markovkette. Wir
definieren den Ergebnisraum S als Menge, die alle Paare (y, 7), die aus dem Hidden Mar-
kov Model hervorgehen kénnen, enthélt, wobei y eine endliche Sequenz von Buchstaben
aus dem Alphabet A und 7 ein Pfad der selben Léange ist. Teilmengen von S nennen
wir Ereignisse. Wir sagen, ein Ereignis E tritt zu einer bestimmten Zeit ein, wenn das
Element aus dem Ergebnisraum, welches zu diesem Zeitpunkt von dem Hidden Markov
Model erzeugt wurde, in E liegt. Die Wahrscheinlichkeit (des Eintritts) eines Ereignisses

F ist definiert durch
P(E)= > P(ym).

(y,m)EE

Die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses F; gegeben Es mit P(FEy) > 0 ist

P(E, N E»)

IP(E1|E2> = ]P(Eg)

Betrachte nun fiir eine feste Sequenz x = z1 ...z das Ereignis
E(x)={(y,m) € S: y=ua}.
Es sagt aus, dass die Sequenz 2 vom Hidden Markov Model ausgegeben wird. Es gilt
P(E(x)) = P(x). (5)
Betrachte auferdem das Ereignis
Eir ={(y,m) € S: Die Lénge von y und 7 ist grofer oder gleich ¢ und m; = Z;}

fiir feste 1 < i < L und 1 < k < N. Anschaulich bedeutet es, dass der Zustand Z; an
der i-ten Stelle der Sequenz den Buchstaben y; emittiert.

Satz 3
Wir nehmen an, dass P(x) > 0 ist. Dann gilt

i)b (7
P(E:4|E(z)) = L0

firi=1,...,Lund k=1,..., N.

Beweis

@ P(Eijx N E(z)) ) P(Eip N E(x))

13



l.Fall: 2<:< L —1
P(E; ;N E(x))
= Z Por,9m, (I1>p7r17r2q7r2 ([Eg) tee
T yeees 15T G 1yeees T EZ
*Pri_omi— 19wy (xi71>pm,1kq1c(xi)pkm+1 qu (xi+1)p7ri+17ri+2qM+2 <xi+2) e

*Prp_ymplnyg (xL)prO

= Z Por 4 (l'l)pmm(]m ($2) Ceest PromioaQmy (xi—l)pmqqu(xi)

Ty Mi—1E€EZ

Z Pkrmip1Qmiqq ("L‘i+1)p7ri+17ri+2qm+2 (mi-l—?) “eoo " DPrp_gmp g (xL)pWLO
= fi(4)bi (7).

2. Fall: 1 =1
P(Ey N E(x))
Z PokqE(T1) Py Grs (T2) - -+ * Py iy Gy (TL) g0

T, TLEZ

:pOka(xl) : Z Pkrolrsy (l‘g) oo Prp_ynplng, («TL)prO
=fr(1)bi(1).

3.Fall: : =L
P(EL, N E(x))

= Z (p07r1Q7r1 (xl) et pWL727rL—1Q7TL—1(xL_l)pﬂL—lqu<zL)) * Pko

= fi(L)br(L).
O

Die Wahrscheinlichkeit P(E; x N E(z)) bedeutet anschaulich, dass die Sequenz x ausge-
geben wird und m; = Z, x; emittiert. fi (i) wird mit dem Forward-Algorithmus und by (7)
mit dem Backward-Algorithmus berechnet. Die Gesamtwahrscheinlichkeit P(z) kann mit
einem von den beiden Algorithmen bestimmt werden. P(E; x|E(z)) ist anschaulich die
Wahrscheinlichkeit, mit der die ¢-te Komponente x; von x im Zustand Zj, emittiert wird,
und heilst A-posteriori- Wahrscheinlichkeit des Zustands Zy, bei Beobachtung i gegeben x.

Neben dem Viterbi-Algorithmus gibt es noch weitere Verfahren der Dekodierung. Nun
wollen wir die gerade kennen gelernten A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten dazu benut-
zen, einen weiteren Algorithmus vorzustellen. Wir definieren fiir jedes i = 1,..., L die
Menge

B(i) = {Zm €Z: P(E,,E(x)) = nllaxNIP(Ei,k|E(x))} )

.....

14



Die Elemente von B(7) sind die wahrscheinlichsten Zustinde fir x; miti = 1,..., L. Den
Vorgang, die Menge B(i) fiir alle ¢ zu ermitteln, nennt man A-posteriori-Dekodierung.
Mé6chte man nicht nur die wahrscheinlichsten Zusténde, sondern auch wie beim Viterbi-
Algorithmus die wahrscheinlichsten Pfade fiir eine gegebene Sequenz x finden, sucht man
alle Pfade 7 der Linge L mit 7 € B(i) fiir ¢ = 1,..., L, wobei die Wahrscheinlichkeiten
P(x,7) sehr klein oder sogar Null werden koénnen.

Beispiele

Betrachte erneut das Hidden Markov Model aus den vorherigen Beispielen und die ausge-
gebene Sequenz © = GATTACA. Wir bestimmen nun die A-posteriori-Wahrscheinlich-
keiten P(E; x|E(x)) fir i« = 1,...,7, k = 1,2. Die benstigten Werte bekommen wir
aus den Berechnungen in den Beispielen zum Forward- und Backward-Algorithmus. Wir
verwenden auferdem den Wert 0,000002827 fiir P(z) aus dem Forward-Algorithmus.
Dann erhalten wir:

B () - DU 0I5 000D,y

P(E,5|E(z)) = fz(];)(lf( ) _ 0’057'0%’0%%%%1247504 = (,410442165,

P(Fy4|E(x)) = / 1(1?(1;1)( ) _ — 0,78601231, P(E,|E(z)) = (1?(22)( ) _ — 0, 213883551,
P(Es,|E(z)) = / 1(];’)({;1)( ) _ — 0, 436064804, P(Es.|E(x)) = fQ(Ii:)(if)( ) _ = 0, 56382464,
P(Ey|E(x)) = / 1(1?(6;)( ) _ — 0, 430563566, P(E,.|E(z)) = fQ(];L)(b;)@) = 0, 569325878,
P(Es54|E(z)) = / 1(1?(21)( ) _ — 0, 813587209, P(Es,|E(z)) = f2(1?)<1;2>(5) = 0, 186300955,
P(Esq|E(z)) = / 1(]?(11)( ) _ — 0, 340110364, P(Ego|E(x)) = f2(1g)<1;2>(6) =0, 659771843,
P(Ep|E()) = 1(];)(8;1)( ) _ 0,90053050, P(Ero|E(x)) = ﬁ(;)(?)(?) = 0,09911567.

= B(1) = {Z}, denn fiir k£ = 1 wird P(E} x| E(x)) maximal.

Weiter ist B(2) = {Z1}, B(3) = {Z:}, B(4) = {%}, BO) = {%4}, B(6) = {2}
und B(7) = {Z:}.

= T = J L1 Loy Zo 71 ZoZy. Dies ist genau jener Pfad, den wir mit dem Viterbi-Algorithmus
bestimmt haben.
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Betrachten wir ein weiteres Beispiel, das das Vorgehen in der Praxis mit Hilfe der bisher
vorgestellten Algorithmen verdeutlicht. Gegeben ist die Markovkette

Abbildung 5: Beispiel-Markovkette

sowie das Alphabet A = {A, B} und die Emissionswahrscheinlichkeiten
@1(A) = 0,5 q1(B) =0,5; ¢2(4) =0,9; ¢2(B) =0, 1.

Um zu entscheiden, ob eine beobachtete Sequenz x zu einem eukaryotischen Gen gehort
oder nicht, wird die Gesamtwahrscheinlichkeit P(x) berechnet. Wenn sie gréfer als ein
vorgegebener Schwellenwert ist, wird die Sequenz dem Gen zugeordnet, andernfalls nicht.
In diesem Beispiel gilt

P(z) > 0,02 = x wird als Teil des eukaryotischen Gens akzeptiert;
< 0,02 = z wird nicht als Teil des eukaryotischen Gens akzeptiert.

Die beobachteten Sequenzen sind y! = ABB und y?> = BAA. Werden sie als Genbe-
standteile akzeptiert?

Dafiir berechnen wir zunéchst P(y') mit dem Forward-Algorithmus. Wie die Werte be-
stimmt werden, haben wir in einem Beispiel bereits gesehen und daher geben wir nur
die Gesamtwahrscheinlichkeit an. Es gilt

P(y') = 0,0014018 < 0,02 = %' wird dem Gen nicht zugeordnet.
Als Gesamtwahrscheinlichkeit fiir y*> bekommen wir mit dem Forward-Algorithmus

P(y*) = 0,0217682 > 0,02 = 3 wird als Teil des eukaryotischen Gens akzeptiert.

Wie lauten die wahrscheinlichsten Pfade 7*(y') und 7*(y*)? Diese Frage kénnen wir
mit Hilfe des Viterbi-Algorithmus beantworten. Auch dazu wurde schon ein Beispiel
vorgerechnet. Wir bekommen 7*(y') = Z, 7,7, und 7*(y') = Z,Z52>.
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Parameterschatzung

Eine Familie von Hidden Markov Models wird von einer nichttrivial verbundenen Mar-
kovkette mit gegebener A-priori-Konnektivitit durch die Ubergangs- und Emissions-
wahrscheinlichkeiten parametrisiert. Wie kénnen diese Parameter am besten geschétzt
werden? Zunéchst bendtigt man eine Menge von Trainingsdaten. Diese besteht entweder
aus Sequenzpaaren (z!, 7!), ... (2", "), wobei 27 eine endliche Sequenz von Buchstaben
aus dem Alphabet A und 77 ein Pfad der selben Linge fiir j = 1,...,n ist, oder nur
aus Sequenzen ', ..., x". Gesucht sind Parameterwerte, fiir die P(z!, 7t)-... - P(2", 7")
bzw. P(z!)-...-P(2") maximal wird. Das daraus hervorgehende Hidden Markov Model
modelliert dann die Trainingsdaten.

Wir betrachten hier nur den einfacheren, aber leider auch unrealistischen Fall, dass Se-
quenzpaare (z',7'),..., (", 7") gegeben, die Pfade also bekannt sind. Ahnlich wie bei
gewohnlichen Markovketten schiitzt man die Ubergangs- und Emissionswahrscheinlich-
keiten dann durch Bestimmung der Haufigkeiten. Die Trainingsdaten, genauer die Pfade,
miissen wieder mit der A-priori-Konnektivitdt der zugrundeliegenden Markovkette iiber-
einstimmen. Dann bezeichnen wir die Haufigkeit, mit der ein Zustand « in einen Zustand
B iibergeht, mit H,3 und die Haufigkeit, mit der ein Zustand den Buchstaben a € A
emittiert, mit J;(a), wobei « = B,1,...,N, 8 =1,...,N, € und [ = 1,...,N. Dann
lassen sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten durch

Pas = —s (6)

bestimmen und die Emissionswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch

Ji(a
a(e) = <55 - (7)

be A
Die Markovkette des resultierenden Hidden Markov Models ist dann nichttrivial verbun-
den. Wenn ein Zustand in den Trainingsdaten gar nicht vorkommt, ist es klar, dass die
Wahrscheinlichkeiten, die diesen Zustand betreffen, auch nicht geschétzt werden konnen.
Sollte dieser ungiinstige Fall dennoch auftreten, werden sie beliebig gewéhlt.

Beispiel

Wir haben bereits erwidhnt, dass das Two-Block-Modell zu viele Parameter enthélt, um
in der Praxis kostengiinstig angewandt zu werden. Dennoch mdchten wir gerne eukaryo-
tische Gene modellieren und Exons und Introns unterscheiden. Dazu verwenden wir ein
Hidden Markov Model mit folgender Markovkette:
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Abbildung 6: A-priori-Konnektivitdt der Markovkette

Auch hier steht ,,g“ wieder fiir ,,gene” und ,;ig* fiir ,intergenic”. Es werden die Buchstaben
des DNA-Alphabets A = {A, C, G, T} emittiert. Gegeben sind folgende Trainingsdaten:

z' . ATG|ACT|ATG|CTA|TTG|ATT|TAA|CGC
2?: CCC|ATG|GTG|AAA|GAC|TTC|TAA|GAT
2% AAA|GTG|ACT|ATG|CCC|GAT|GAA|CGC|TAG|GAA
z' . ATG|GAT|ATG|AAG|CAT|GAT|TAA|CAT

Die fett gedruckten Codons sind bereits als Gensequenzen identifiziert worden. Daher
kennen wir die Pfade:

: Olig ig iglig ig iglg g 9lg 9 9lg 9 9lg 9 glg g glig ig ig|0
: Olig ig iglig ig iglg 9 glg 9 9lg 9 9lg g glg g glig ig ig|O
: Olig ig iglig ig iglig ig iglg 9 9lg 9 9lg 9 9lg 9 glg 9 glg g glig ig ig|0
: Olig ig iglig ig iglg g 9lg 9 9lg 9 9lg 9 glg g glig ig ig|0

Jetzt konnen wir die Ubergangs- und Emissionswahrscheinlichkeiten mit Hilfe der For-
meln (6) und (7) schétzen:

pOQZAZQ_Oa Poig = HOig :%_1
Z'y:g,ig,o HO’Y 4 Z’y_g 19,0 HO’Y 4
H 29 H,; 4
Pg,g:m:ﬁzo,fﬂ, pg,ig:m:@mo,()(i
pz‘gy:m:@%(),lo, pz‘g,ig:mzﬁz(),'m
H 0 H; 4
o= Zv=gvij}0 Hg, B 63 - fb = Zﬁ/:y,ijz Higy B 39 =00
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qq(A) =
QQ(C) =
94(G) =

qy(T) =

Z(IE.A Jg(a) N @

J(A) 23
_Z\B) 22,37,
Z(ZE.A Jg(a) 63

Jy(C) 9
_ S T 0,14,
Y aeadgla) 63

LG 13
e 20 0,91,
Z(LE.A Jg(a) 63

T 1
B 184 g,

19

Gig(A) =
Gig(C) =
Gig(G) =

Gig(T) =

ZaEA ‘]ig(a) B 39

Tiy(A) 13

) 22,33
Z(ZE.A Ji9<a) 39

5(C) 8
_ &) ° .21
Y oaeaJigla) 39

TG 9
_ &) 2 0,93
Z(ZGA Jig(d) 39

(T
Jig(T) = 3 ~ 0,23



