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Kapitel 9: Approximate Counting

Die Kombinatorik handelt von endlichen Objekten und Mengen, wobei wir
uns hier mit Permutationen und Graphen beschiftigen. Die Hauptfragestel-
lung ist dann immer die gleiche: Wir haben eine Menge S. Welche Anzahl
an Elementen besitzt diese? Wir wollen nun folgendes Beispiel kennenlernen,
welches uns durch das ganze Kapitel begleiten wird.

Beispiel 9.1: Sei ¢ € N und G=(V,E) ein Graph. Wieviele ¢-Firbungen
qibt es fiir G? — S entspricht der Menge der g-Fdirbungen auf G.
Definition: Ein Graph G=(V,E) besteht aus der Kantenmenge E und der
Eckenmenge V. Falls eine Kante 2 Ecken miteinander verbindet, so heiflen
diese Nachbarn. 2 verschiedene Ecken kénnen hdchstens von einer Kante ver-
bunden werden.

Definition: Fine q-Fiarbung (¢ > 2) auf einem Graph G=(V,E) ist eine An-
ordnung von den Farben {1,..., q}, sodass kein Nachbar einer Ecke dieselbe

Farbe annimmt wie die Ecke selbst. Die q-Firbungen sind gleichverteilt auf
der Menge aller maoglichen g-Fédrbungen auf G. Dann st

1 . .

-~ & st ¢-Farbung auf G4,

pG,q(f) = {Z o
0 sonst.

die Gleichverteilung, wobei Z der Anzahl aller g-Fdarbungen auf G entspricht.

Wir mochten uns in diesem Kapitel mit Algorithmen beschéftigen, die das
Zahlproblem aus Beispiel 9.1 16sen. Durch die folgende Betrachtung des nai-
ven Algorithmus wollen wir eine Motivation fiir einen geeigneten und guten
Algorithmus erreichen:

Beispiel 9.2: Beim naiven Algorithmus geht man wie folgt vor:

e man betrachtet alle ¢* moglichen Konfigurationen € € {1,... ,q}V auf
G

o falls £ eine g-Féarbung ist, macht man einen Strich

e am Ende zdhlt man alle Striche zusammen und erhilt somit die Anzahl
aller g-Féarbungen auf G

Bemerkung: Der naive Algorithmus liefert stets die exakte Anzahl, die Lauf-
zeit jedoch wichst exponentiell, weil man jedes Mal ¢* Konfigurationen iiber-
priifen muss. Also ist er nur fiir kleine k bzw. kleine Graphen G geeignet.
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Dies motiviert uns, schnellere Algorithmen zu finden. Deshalb betrachten wir
nun einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit, das bedeutet, dass ihre
Laufzeit durch ein Polynom p(k) fiir alle bel. Grofen k des Zahlproblems
begrenzt ist. Wenn mit grofler Wahrscheinlichkeit dieser existieren sollen,
miissen wir natiirlich auch eine geringere Genauigkeit in Kauf nehmen:

e gehe iiber vom Zahlen zum Approximieren

e crlaube dem Algorithmus, unter einer bestimmten W’keit (erheblich)
falsche Werte zu liefern

Wir kommen deshalb zu folgender Definition:

Definition 9.3: Fin Algorithmus mit folgenden FEigenschaften heifst ran-
domisiertes polynomielle-Zeit Approximations Schema:

1. der Algorithmus liefert mit mindestens % W’keit einen Wert zwischen
(1 —€)N und (1+€)N, wobei N das wahre Ergebnis des Zihlproblems

18t

2. Ve > 0 existiert ein Polynom p.(k), sodass fir alle bel. Grifien k des
Zihlproblems der Algorithmus nach mazimal p.(k) Schritten abbrichi

Warum fordert man ausgerechnet % Wkeit? In Wahrheit ist nichts spe-
zielles an %, man kann eigentlich jede beliebige Zahl aus (%7 1) wahlen. Falls
wir aber eine W’keit sehr nah an 1 fordern, so muss unser Algorithmus er-
heblich langer laufen und damit dieser mit den Eigenschaften aus Definition
9.3 existiert, muss man auch einen groferen Fehler e tolerieren.

Jetzt kommen wir zum Haupteil des Kapitels:

Theorem 9.4: Man habe feste ¢,d € N, sodass d > 2 und q > 2d>. Betrachte
das Zihlen von g-Fdrbungen auf einem Graph G, dessen Ecken jeweils hichs-
tens d Nachbarn haben. Dann existiert ein randomisiertes polynomielle-Zeit
Approzimations Schema.

Bemerkung:

e cine explizite Beschreibung des Algorithmus liefert der 1.Teil des Be-
weis. Im 2.Teil zeigt man daraufthin, dass genau dieser der Definition
9.3 gentigt

e d > 2 ist keine ernste Einschrankung:



— LFall: d =0

Die Ecken haben keine Nachbarn.
— man hat ¢* mégliche q-Firbungen

— 2Fall: d =1

Jede bel. Ecke hat also hochstens einen Nachbarn.
— Graph existiert nur aus:

1. s isolierten Ecken, also solchen die keinen Nachbarn haben

2. 1 Paaren von Ecken, die genau durch eine Kante verbunden
sind

— es gibt ¢°¢'(¢ — 1)! = ¢*T(q¢ — 1)! mogliche g-Féarbungen

1.Teil des Beweises von Theorem 9.5:

Sei G=(V,E) ein Graph mit der Kantenmenge E = {ey,...,e;}. Da nach
Annahme des Theorems von jeder Fcke hochstens d Kanten ausgehen kénnen,
folgt dann fiir insgesamt k Ecken, dass k> dk.

Definiere die Untergraphen G;=(V,{e1,...,¢;}) Vi =0,..., k. Insbesondere
ist G = G,;.

Sei Z; die Anzahl der g-Férbungen auf G; — wir suchen also Z;.

Man schreibe Zj durch das Teleskopprodukt um:

Zl% ] Zl}—l ) Z

LA (1

L = o
g ch—l ch—2 Zy

Warum schreiben wir nun Z; als Teleskopprodukt? Wir méchten einen Algo-
ritmus finden der unser Z;, schatzt. Wenn wir also jeden Faktor einigermafen
genau schitzen konnen, so haben wir auch mit einer bestimmten Genauigkeit
einen Schétzer fiir unser Z;.

Gy hat keine Kanten — Z, = ¢*.

Betrachte also alle Quotienten ijil firj=1,...,k

Seien z;,y, die Ecken, die die Kante e; verbindet. Dann kommen wir jetzt
zur wichtigsten FErkenntnis unseres Beweises:

Die ¢-Firbungen auf G; sind genau die g-Féirbungen § auf G;_i, welche
E(xj) # &(y;) erfillen. Dabei beschreibt £(v) die Farbe der g-Férbung ¢
an der Ecke v. Zur Erkldrung der obigen Aussage:

Wenn wir eine g-Féarbung auf G;_; haben, bedeutet dies, dass die Bedingun-
gen einer g-Féarbung bzgl. der Kanten ey, ..., e;_; erfiillt sind. Ecken, die noch
durch keine Kante verbunden sind und somit auch keine Nachbarn haben,
haben die Mdoglichkeit aus allen q Farben zu wéhlen. Filigen wir jetzt eine
weitere Kante e; bel. hinzu und erfiillen wir die Bedingung &(z;) # £(y;). al-
so dass die benachbarten Ecken z; und y; nicht die gleiche Farbe annehmen,
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dann haben wir eine giiltige g-Farbung bzgl. der Kanten e,, ..., e; und somit
eine auf G;. Folglich beschreibt Zj

die £(z;) # &(y;) erfiillen. o
1

Weiterhin ist pg,_, 4(§) = Zj—1
0 sonst.

Nach obiger Aussage ist Z; = [{X ist q-Féarbung auf G,;_1|X (z;) # X (y;)}|

den Anteil der g-Farbungen auf G,_4,

§ ist g-Féarbung auf G;_1,

= ij1 = pa;_1,q(X(z)) # X(y;)). (2)

Diese Gleichung liefert uns einen Algorithmus fiir ZZ~j1: Wir haben bereits

gesehen, dass wir unsere Gleichverteilung pg;_, 4 mithilfe des Gibbs sampler
schitzen konnen. Weil wir nun aber noch den Anteil der Konfigurationen X
schétzen wollen, die X (x;) # X(y;) erfiillen, also eine g-Féarbung auf G, sind,
gehen wir wie folgt vor:

1. starte Gibbs sampler in bel., aber fester Konfiguration £ € {1, ... ,q}v
und lasse ihn n Schritte laufen

2. wiederhole diese Simulation, also das Durchfiihren von 1., endlich oft
und betrachte den Anteil der Endkonfigurationen, die g-Farbungen
sind. Die Endkonfiguration ist dabei die Konfiguration die man im n-
ten Schritt des Gibbs sampler erhélt.

Wenn wir diesen Algorithmus also fiir alle j =1,. .., k durchfiihren, erhalten
wir einen fiir Z;. ]

Fiir den 2.Teil des Beweises bendtigen wir zuerst 3 Hilfslemmata:
Lemma 9.5: e € [0,1], k € N und ay, ..., ag,b1,..., b > 0, sodass

€ a; €
1— )< 2L<(1+—>)firj=1,... k.

Dann gilt fir a = Hle a; und b= Hle b;, dass



- (-5 205 (-3)= (%)

Fiihrt man dies weiter fort, so erhilt man

Deswegen ist

Fiir die zweite Ungleichung benutzen wir, dass exp(xz) > x + 1 Vo € R und
exp(5) <z +1Vxe|0,1]

O
Lemma 9.6: Sei d,q € N mit d > 2 und q > 2d*. Sei G=(V,E) Graph,
dessen Fcken jeweils nicht mehr als d Nachbarn haben. Dann gilt fiir zufdllige
g-Féirbungen X, dass

Ve,yeV.

N | —

Paq(X(2) # X(y)) =

Beweis: Seien 0.B.d.A. x und y keine Nachbarn, da Nachbarn nie dieselbe
Farbe haben diirfen und somit immer pg (X (z) # X (y)) = 1 ist. Betrachte
zuerst die -Farb. X(V — {z}) auf allen Ecken aufer x und dann erst die
Farbe bei x:

PG.q gleichverteilt — pe (X (2) = | X(V — {z}) ist gleichverteilt auf allen
Farben die kein Nachbar von x annimmt.

Wir kénnen aus mind. g—d Farben bei x wiahlen, da wir héchstens d Nachbarn
haben.

— peg(X(z) = | X(V —{z}) < qfld fiir alle festen, aber bel. X (V — {z}).
Wir nehmen uns jetzt eine bel. Ecke y aus X(V — {z}), die kein Nachbar



von x ist. Wegen der Beliebigkeit von X (V' — {z}) kénnen wir dann jede bel.

Farbe bei y betrachten und es gilt stets: pg (X (z) = X (y)) < q%d.

= pag(X (@) # X () = 1 = poy(X (@) = X(y))
1 1
=l maT ! e
_ 1 1 S 1
T RimndT e

Lemma 9.7: n € N, p € [0,1] fest und H; ~ B(n,p).

: n
= Va >0 gilt P(|H; — np|) < 13

Beweis: Wir wissen, dass E[H]| = np und V(H) = np(1 — p) ist. Mit der

Chebyshev-Ungleichung gilt dann:

np (1 —p)

P(H —npl > a) <

o
~ 4a?’
dap(l—p) <iistVpel0,1].

2.Teil des Beweises von Theorem 9.4:

Sei Y; Algorithmus von ZZZI und Y = Hle Y;. Dann ist Y* = Y Z; der ge-

suchte Algorithmus von Z;.

Wir mdéchten nun, dass unser Algorithmus Y* der Definition 9.3 geniigt,
aber nicht direkt mit diesem arbeiten, sondern mit den Faktoren Y. Deshalb

miissen wir uns zum Beispiel fragen, welchen Fehler jeder Algorithmus

Y.

J

fiir y = 1,...,k einhalten muss, damit unser Y* den festgelegten Fehler €

einhélt. Das zeigen wir nun durch folgende Annahme:

Annahme: Falls




Beweis:

Mit Lemma 9.5 folgt dann

Y
& (1—6)§ﬁ§(1+6)
Hj:lzjil
YZ
s (1-0<—22<(+e
Zj,

& (1-Z; <Y "<(1+¢) 7.

Also haben wir jetzt eine Schranke an unser Yj, welche wir noch etwas um-
schreiben und verschirfen wollen. Aus (3) ergibt sich

€ Zj <Y Zj <€ Zs

o J

o2k Ziq — ! Zi — EZJ’—I.

Aus (2) und Lemma 9.6 folgt

7 1
7 = = pa,_,q(X(z5) # X(y;)) > 3
i1
€ € Zj
Ak — 2k Zj
Falls also
Z; € ~
Y, - 2| < —=Vj=1,...,k 4
I AL (4)

gilt, dann erfiillt Y; fiir alle j auch die Schranke aus (3).

Betrachten wir jetzt nochmal den Vorgang unseres Algorithmus fiir Y}, dann
stolsen wir auf folgende 2 Fehlerquellen:

1. Wir lassen den Gibbs sampler endlich viele Schritte n laufen, sodass
die Verteilung p(™, die die Farbung im n-ten Schritt erzeugt, sich von
der stationdren Verteilung pg,_, , unterscheiden kann.
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2. Wir fithren nur endlich viele Simulationen durch, sodass sich der Anteil
der g-Fiirbungen Y; von dem zu erwartenden Wert 1™ (X (z;) # X (y;))
unterscheiden kann. Dies lisst sich gut mit einem Miinzwurf verglei-
chen: Wenn wir eine faire Miinze 100-mal werfen, dann werden wir
auch nicht immer 50-mal Kopf sehen.

Um (4) weiterhin einzuhalten, teilen wir den Fehler gleichméifig auf:

(5)
(6)

= (X (25) # X (95) = P6,1a(X(25) # X ()] <

Y; — ™ (X (2)) # X(y))]

£l

< —
- 8k
(I) Wieviele Schritte n bendtigt der Gibbs sampler, damit (5) erfillt ist?
Als erstes betrachten wir den Zusammenhang zur Total-Variation:
| (X () # X (y5)) — oy a(X (25) # X(y)))]
< max |/L(")(A) — pGj717q(A)|

AC{1,....q}"

(n)

= drv (1", pa,_,.q)-

Es geniigt also ein n € N zu finden, sodass Vm > n gilt:

dTV(M(m)7pGj_1,q) < —.

Dieses n liefert uns das Theorem 8.1 aus dem letzten Vortrag:

log k + log 8 — logd
n:k<0g 6. 9% +1),

log %

mit & < dk folgt

log#
2log k + log X 4+ log 8
_k< CBNT OB T 08 +1>.

log %

log 8% _Jog d
n§k(10gk+ 0g = og +1)

(I1) Wieviele Simulationen m bendtigen wir, um (6) zu erfillen?

Denken wir nochmal an die Definition 9.3 zuriick. Dort wird gefordert, dass
der Algorithmus mit mindestens % Wkeit unseren festgelegten Fehler € ein-
hilt. Uber den erlaubten Fehler € von Y* sind wir schon an die Schranke (3)
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fiir jedes Y; gekommen. Wir benétigen nun noch die Wkeit mit der jedes Y
ihre Schranke einhélt.

Damit unser Y* mit hdchstens % W'keit aulserhalb des multiplikativen Feh-
lerbereichs (1 —¢, 1+ ¢) liegt, darf jedes Yj hochstens mit o= Wkeit ihre

Schranke nicht einhalten, denn Y™ besteht, wie wir wissen, aus den k Fakto-

ren Y; fiir j =1,..., k. Das werden wir gleich noch ausnutzen:
Weiterhin soll H; die Anzahl der Endkonfigurationen angeben, die g-Farbungen
sind — Y; = %

AuRerdem ist p = u™ (X (z;) # X(y;)) die zu erwartende W’keit, dass eine
zufillige Konfiguration X eine g-Farbung ist. Wenn man sich die Analogie

zum Miinzwurf ins Gedéchtnis ruft, dann sieht man, dass H; ~ B(m,p). Aus
(6) folgt schlieklich:

Hj ‘ €
— < —
m 8k
me

| J p|_8k‘

Wir betrachten jetzt die Wkeit, dass diese Schranke nicht eingehalten wird,
und benutzen unser Lemma 9.7:

16k>
= ]P’<|Hj—mp|>m—~€)§ m 5 = :
8k 4(@> e2m

8k

Nun verwenden wir noch, was wir uns anfangs iiberlegt haben: Die W’keit,
dass unser Y; nicht die Schranke einhilt, darf hochstens i betragen:

16k* 1
em 3k

und Umstellen nach m und Einsetzen von k < dk liefert

48k3  48d3k3

m =

€2 €2

Zum Schluss miissen wir noch unsere Ergebnisse zusammentragen und
schauen, ob der Algorithmus Y™, sowie wir ihn im ersten Teil des Bewei-
ses beschrieben haben, auch wirklich ein randomisiertes polynomielle-Zeit
Approzimations Schema ist. Wir haben herausgefunden, dass unsere Simu-
lationslaufzeit n und die Anzahl der Simulationen m von k und e abhéngen.
Auferdem ist die Anzahl der Algorithmen Y; nur von k abhéngig, denn wir



wissen, dass k < dk. Die Gesamtanzahl der Schritte fiir den Algorithmus Y™
ist daher hochstens

48d3 k3 2logk + log X 4+ log 8
- Tk ( SET OB TO8C | 1) .

dk
2 log #

€

Dies ist von der Ordnung Ck®logk fiir K — oo und eine von k unabhingige
Konstante C. Da der logk < k ist, ist die Ordnung sogar geringer als CkS.
Folglich haben wir ein Polynom p.(k) gefunden, das die Laufzeit des Algo-
rithmus Y* begrenzt. Also ist unser Algorithmus aus dem ersten Teil des
Beweises ein randomisiertes polynomielle-Zeit Approzimations Schema. [
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