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10 Der Propp-Wilson Algorithmus

10.1 Motivation

Die Grundidee der Markov-Chain-Monte-Carlo Methode ist folgende: Wir erzeugen
eine irreduzible und aperiodische Markov-Kette (Xo, X1, ...), wobei X,, gemif ;™
verteilt ist. Die stationdre Verteilung sei 7, sodass lim,, ,u(") = 7. Wie wir aus
vorherigen Vortrédgen wissen, gibt es hierbei zwei grundlegende Probleme:

1. Wir wissen nur, dass die Verteilung (™ von X, gegen m konvergiert. Das
garantiert aber nicht, dass (™ jemals gleich 7 sein wird. Oft gilt sogar u(™ #
7 fiir alle n. Dann gibt es immer eine Abweichung zwischen der Verteilung
p™ | die wir durch die MCMC Methode erhalten haben, und der gewiinschten
Verteilung 7.

2. n muss einerseits so grof gew#hlt werden, dass der Approximationsfehler
gering ist, andererseits aber auch so klein, dass der Aufwand fiir den prakti-
schen Gebrauch vertretbar bleibt.

Diese Probleme werden durch den Propp-Wilson Algorithmus gelést. Dieser lie-
fert erst dann eine Stichprobenrealisierung, wenn die stationdre Verteilung 7 er-
reicht ist. Auferdem enthélt er ein automatisches Abbruchkriterium. Im Folgenden
wollen wir die Funktionsweise des Algorithmus betrachten und beweisen, dass er
unverzerrte Stichproben liefert.

10.2 Funktionsweise des Propp-Wilson Algorithmus

Was wir wollen: Eine Stichprobe geméf einer Wahrscheinlichkeitsverteilung 7
aus einem endlichen Zustandsraum S = {sy, ..., s}

Was wir fiir den Algorithmus brauchen:

e Die Ubergangsmatrix P und eine giiltige Updatefunktion
¢:Sx[0,1] =8

e Eine ansteigende Folge natiirlicher Zahlen (ohne Null) (Ny, N, ...), meist
(1,2,4,8,...)

e Eine Folge (Up, U_1,U_s,...) von gleichverteilten Zufallszahlen auf [0,1]
So funktioniert der Propp-Wilson Algorithmus:

1. Setze m=1



2. Simuliere fiir alle s € {s, ..., s } eine Markov-Kette, die zum Zeitpunkt —N,,*
im Zustand s beginnt und bis zum Zeitpunkt 0 lduft. Verwende hierzu die
Updatefunktion ¢ und die Zufallszahlen U_x, 1, U_nN,  41o,...,U_1, Uy

3. e Falls alle Ketten im selben Zustand s* zum Zeitpunkt 0 enden: Gebe s*
aus und stoppe den Algoithmus.

e Falls nicht: Erhohe m um 1 und fahre fort mit Schritt 2.

Wichtig: Einmal generierte Zufallszahlen U; werden fiir folgende Schritte immer
wiederverwendet! (Sonst erhilt man eine verzerrte Stichprobe — spiter).

Das Laufenlassen der Markov-Ketten von einem Zeitpunkt —N,, in der Ver-
gangenheit bis zum Zeitpunkt 0 nennt man auch Coupling from the Past.

10.2.1 Beispiel

Die Abbildungen zeigen einen Propp-Wilson Algorithmus mit Zustandsraum S =
{s1, 82,83} und (N1, No, N3) = (1,2,4). (Die Bilder sind nicht Teil des Seminar-
vortrags. Stattdessen wird an dieser Stelle Folie 1 der ,, Animation PWA und
WA .pptz"gezeigt.)

!Die Kette beginnt sozusagen in der Vergangenheit zum Zeitpunkt —IV,, und liuft bis heute,
Zeitpunkt 0.
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Abbildung 3: Propp-Wilson Algorithmus - Dritter
Durchlanf

Der dritte Neustart des Propp-Wilson Algorithmus war erfolgreich, alle Ket-
ten befinden sich zum Zeitpunkt 0 im Zustand s,. Somit lautet unsere Stichprobe

gemals 7 so.

Bemerkung: Wenn wir den Algorithmus nach Zusammenlaufen der Ketten
weiter laufen lassen, édndert sich an dem Ergebnis nichts mehr, der Output bleibt

s* (s*= so im Beispiel 10.2.1).



10.3 Warum der Propp-Wilson Algorithmus funktioniert

Zunéchst muss erwidhnt werden, dass der Propp-Wilson Algorithmus keinesfalls im-
mer zu einem FErgebnis kommt. Es besteht die Moglichkeit, dass die Markov-Ketten
immer weiter in die Vergangenheit zuriickgesetzt werden und sie trotzdem nie zu-
sammenlaufen. Somit entsteht also eine unendliche Schleife. Um dieses Problem
zu umgehen, werden wir im Folgenden einfach das Abbrechen des Algorithmus
voraussetzen.

10.3.1 Theorem
Sei

P die Ubergangsmatrix einer irreduziblen und aperiodischen Markov-Kette

S = {s1, ..., $x } der Zustandsraum

o 7 = (m,..., ) die stationdre Verteilung
e ¢ eine giiltige Updatefunktion fiir P

e Y der Output des Algorithmus.

Angenommen, der Propp-Wilson Algorithmus bricht mit Wahrscheinlichkeit 1 ab.
Dann gilt:

Der Algorithmus gibt demnach unverzerrte Stichproben aus.

Beweis

Sei s; € S ein fester, beliebiger Zustand. Um (10.1) zu beweisen, geniigt es zu

zeigen, dass
Ve>0 : | PY =s;)—m|<e (10.2)

gilt. Sei € > 0 beliebig und fest. Wir haben angenommen, dass der Algorithmus
mit Wahrscheinlichkeit 1 abbricht. Somit gilt fiir geniigend grofes M € N:

P( der Algorithmus benétigt keine frithere Startzeit als — Nys) > 1 —¢€ (10.3)

Wir halten ein geniigend grofes M fest. Dann simulieren wir eine Markov-Kette,
die vom Zeitpunkt —N,; bis zum Zeitpunkt 0 lduft und nennen ihren Output Y.
Diese Markov-Kette soll dieselbe Updatefunktion ¢ und dieselben Zufallszahlen
U, ..., U_n,,+1 verwenden wie der Algorithmus. Allerdings soll der Anfangszustand
dieser Markov-Kette zum Zeitpunkt —N,; gemél 7 gewéhlt werden.



7 ist stationédre Verteilung, d.h. nach Definition gilt 7- P = 7. Der Anfangszustand
unserer Markov-Kette wird geméft 7 ermittelt, alle folgenden Zustinde werden
durch die Ubergangsmatrix P bestimmt. Somit ist Y gemék 7 verteilt.

M wurde so gew#hlt, dass alle Ketten des Propp-Wilson Algorithmus mit Start-
zeit —Nj; im Zeitpunkt 0 zusammenlaufen, unabhingig von ihrem Anfangszu-

stand. Daher und wegen (10.3) gilt:
PY#Y)<e (10.4)

Aufberdem gilt

P(Y = s;) —m, | "erteitt P(Y =s,) — P(V = &)

= M+P(Y =5,V # 5;)

< P(Y =s;,Y #5,)
< P(Y #Y)
(10.4)
< €
(10.5)
Analog zeigt man
m—PY =s;) <e (10.6)
Mit (10.5) und (10.6) folgt die Behauptung (10.2).
O

10.4 Zwei (leider scheiternde) Versuche, den Algorithmus
zu vereinfachen

10.4.1 Erster Versuch

Der Propp-Wilson Algorithmus erscheint auf den ersten Blick ziemlich umstiand-
lich. Der aufmerksame Leser/Zuhorer wird sich vermutlich folgende Frage stellen:

Da einmal generierte Zufallszahlen U; immer wiederverwendet werden miissen,
miissen sie auch immer abgespeichert werden. Das scheint eine Verschwendung von
Speicherplatz zu sein. Geht das auch einfacher?

Vorschlag: Wir verwenden immer neue Zufallszahlen U; und fiithren damit den
Algorithmus durch.

Das ist zwar eine gute Idee, aber leider erhalten wir bei diesem modifizierten
Algorithmus eine verzerrte Stichprobe. Dies soll anhand des folgenden Beispiels
deutlich gemacht werden:



Beispiel:

g
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Gegeben sei der Zustandsraum S = {s1, s5}, der Ubergangsgraph
und die zugehorige Ubergangsmatrix P = 0’15 065). Die stationdre Verteilung

der Kette ist m = (my,m2) = (£,4)2 Sei (N, Na,...) = (1,2,4,8,...)

Wir modifizieren den Propp-Wilson Algorithmus, wie im Vorschlag beschrie-
ben. Wir definieren

e Y als den Output des modifizierten Algorithmus

e M als die Zufallsvariable, die angibt, wie oft der Algorithmus neu gestartet
werden muss bis zum ersten Zusammenlaufen der Ketten.

Dann gilt

P(Y _ 81) Ra,ndverteiung von 'Y 22?21 P(M =m, y — 51)
> PM=1Y=s5)+P(M=2Y =s)

Def. bedingte Wit pay — 1) . P(Y =8, | M = 1)+ P(M =2)-P(Y = s, | M = 2)
- BETE
= 3
4

> ;

Erlduterungen:

P(M=1)=3

Die einzige Moglichkeit, dass Markov-Ketten mit Startzeit -1 (M=1) zusammen-
laufen, ist

A

1

® © somit gilt: P(M =1) =

N
N[

PY=s1|M=1)=1
Vorausgesetzt, die Markov-Ketten laufen nach dem ersten Neustart zusammen, so

’Die stationdre Verteilung erhilt man durch 16sen des Gleichungssystems 7 - P = 7.



konnen sie sich nur im Zustand s; treffen.

P(M=2)=:
Es gilt
P(M=2)=
P(MK mit Startzeit -2 laufen zusammen und MK mit Startzeit -1 laufen nicht zusammen) =
P(MK mit Startzeit -2 laufen zusammen)-P(MK mit Startzeit -1 laufen nicht zusammen) =

Moglichkeiten fiir das Ereignis "Ketten mit Startzeit -2 laufen zusammen":

@§<@ 2 @”7@—’%@ 7@ RO
® ® e ® ® \®
L= 2+ )

P(Y =5 | M =2) =

Vorausgesetzt wird M=2, d.h. eine der drei Moglichkeiten im Schaubild tritt ein.
Alle sind gleichwahrscheinlich und zwei haben Output s;.

[\

ﬁ@

+(3)°-5=12

wln

Fazit: Die Verwendung von neuen Zufallszahlen statt der bereits generierten
Zufallszahlen fiihrt zu einem verzerrten Stichprobenergebnis.

10.4.2 Zweiter Versuch

Das Laufenlassen der Markov-Ketten & la Coupling from the Past erscheint ziem-
lich umstéindlich.

Vorschlag: Lasse die Markov-Ketten im Zeitpunkt O starten und so lange
laufen, bis sie zusammenlaufen. Der Zustand, in dem die Makrov-Ketten dann
zusammengelaufen sind, soll unsere Stichprobe sein. [Diese Art des Laufenlassens
von Markov-Ketten nennen wir Coupling to the Future.]

Das ist zwar eine gute Idee, aber leider erhalten wir auch hier eine verzerr-
te Stichprobe. Dies soll anhand des zuletzt beschriebenen Beispiels verdeutlicht
werden:

Wir modifizieren den Propp-Wilson Algorithmus, wie vorgeschlagen, lassen also
zwei Markov-Ketten vom Zeitpunkt 0 bis zum Zeitpunkt N des ersten Zusammen-
treffens laufen.



Eine Kette beginnt in Zustand sy, die andere in Zustand s,. Zum Zeitpunkt N-1 be-
finden sich die Ketten in verschiedenen Zustinden. Durch den Ubergangsgraphen
wissen wir, dass die Kette, die sich zum Zeitpunkt N-1 in Zustand ss befindet, mit
Wahrscheinlichkeit 1 zum Zeitpunkt N im Zustand s; sein wird. Da die Ketten
zum Zeitpunkt N zusammentreffen, ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Output s;
1. Dies entspricht ganz offensichtlich nicht der stationdren Verteilung. Wir erhalten
somit ein verzerrtes Stichprobenergebnis.

11  Propp-Wilson Algorithmus: Die Wilson Modi-
fikation

11.1 Motivation

Wie schon erwéhnt ist die Wiederbenutzung der Zufallszahlen U; im Propp-Wilson
Algorithmus ziemlich lastig, da dies sehr viel Speicherplatz bendétigt. Dieses Pro-
blem wird durch die Wilson Modifikation gelost:

David Wilson hat den Algorithmus so verfeinert, dass keine Zufallszahlen wieder-
benutzt und somit auch nicht gespeichert werden miissen. Im weiteren Verlauf des
Vortrags soll die Funktionsweise der Wilson Modifikation erldutert werden.

11.2 Funktionsweise der Wilson Modifikation

Vor der Beschreibung des modifizierten Algorithmus benétigen wir eine Definition:

11.2.1 Definition: Zwillingslauf

Lasse zwei unabhéngige Kopien von Markov-Ketten 4 la Coupling to the Future
so lange laufen, bis beide Kopien zusammengelaufen sind. Die Kopie, die zuerst
zusammenliuft, heiltt Gewinner, die andere heiftt Verlierer. Falls beide gleich-
zeitig zusammenlaufen, wird eine faire Miinze geworfen.
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Gewinner

Verlierer

Abbildung 4: Beispiel eines Zwillingslaufes

Der Schliissel bei der Wilson-Modifikation ist nun, dass wir zuerst Markov-Ketten
laufen lassen vom Zeitpunkt — /Ny bis zum Zeitpunkt — Ny _;. Anschliefsend lassen
wir Markov-Ketten laufen vom Zeitpunkt — Ny _; bis zum Zeitpunkt — Ny _s usw.
bis zum Zeitpunkt 0.

So funktioniert der Propp-Wilson Algorithmus mit Wilson Modifikation

1. Wir erhalten die Entwicklung der Markov-Ketten vom Zeitpunkt — /Ny bis
zum Zeitpunkt — Ny _; mithilfe eines Zwillingslaufes. Die Markov-Ketten ver-
halten sich in diesem Zeitraum so wie der Gewinner des Zwillingslaufes bis
zum Zeitpunkt des Zusammenlaufens des Verlierers.

2. Generiere den Wert einer geometrisch verteilten Zufallsvariabe Y * zum Pa-
rameter %

e Falls Y=1, dann sind die Markov-Ketten zum Zeitpunkt —Ny_; = 0
zusammengelaufen. Der Output unseres modifizierten Algorithmus ist
der Zustand des Gewinners zum Zeitpunkt des Zusammenlaufens des
Verlierers. Wir sind fertig.

3Die geometrische Verteilung gibt an, wie viele Durchginge man bis zum ersten Erfolg be-
notigt. Y entspricht der Anzahl der benétigten Neustarts der Markov-Ketten bis zum ersten
Zusammenlaufen (=Erfolg).
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e Falls Y > 2, miissen wir die Entwicklung der Markov-Ketten noch vom
Zeitpunkt —Ny _; bis zum Zeitpunkt O simulieren. Dazu weiter mit
Schritt 3.

3. Die Entwicklung der Markov-Ketten vom Zeitpunkt —Ny_; bis zum
Zeitpunkt —Ny o erhalten wir folgendermafken: Wir fithren erneut einen
Zwillingslauf durch. Die Entwicklung unserer Markov-Ketten im Zeitraum
Ny _1 bis Ny_, ist nun genau die des Verlierers des Zwillingslaufes bis zum
Zeitpunkt des Zusammenlaufens des Gewinners.

4. Schritt 3 wird wiederholt, um den Verlauf der markov-Ketten in den Zeitrau-
men —Ny_o bis — Ny_3, —Ny_3 bis — Ny_, usw. zu ermitteln, bis der Zu-
stand der Markov-Ketten zum Zeitpunkt 0 bekannt ist. Dieser Zustand zum
Zeitpunkt 0 ist der Output unseres modifizierten Algorithmus.

11.2.2 Beispiele

Zum besseren Verstindnis der Wilson Modifikation folgen nun zwei Beispiele. (Die
folgenden Bilder sind nicht Teil des Seminarvortrags. Stattdessen werden an dieser
Stelle Folie 2 und 3 der ,, Animation PWA und WM.pptz "gezeigt. )

Entwicklung des Gewinners des Zwillingslaufes
bis zum Zeitpunkt des Zusammenlaufens des Verlierers

Mit Y=1

Abbildung 1: Wilson Modifikation- Beispiel 1
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Entwicklung des Verlierers Entwicklung des Verlierers

Entwicklung des Gewinners eines i illi
Zg-||~ lauf e anllu':gslaufes eines Zwillingslaufes
kel bis zum Zeitpunke Bis zum Zeitpunkt des
bis zum Zeitpunkt des lauf des lauf e pd i
des Verlierers des Gewinners €3 3

| | | | | |
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Abbildung 2: Wilson Modifikation- Beispiel 2
Der Output des nach Wilson modifizierten Algorithmus ist gem&f unserer ge-

wiinschten Verteilung 7 verteilt, wir erhalten also eine unverzerrte Stichprobe.
Und das Tolle daran ist: Wir mussten iiberhaupt keine Zufallszahlen speichern!
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