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1 Einleitung

Kombinatorische Spiele sind eine bestimmte Klasse von extensiven Spielen mit per-
fekter Information, die immer zwischen zwei Spielern ausgetragen werden. Als Re-
sultate gibt es fiir die stets abwechselnd ziehenden Spieler jeweils nur Sieg oder
Niederlage. Es gibt eine Menge von Spielpositionen und zu Beginn sind eine Start-
position und der beginnende Spieler festgelegt. AuBlerdem bestimmen die Regeln des
Spiels, welche Ubergéinge zwischen Positionen, d.h. welche Ziige fiir die Spieler er-
laubt sind. Wird eine Position erreicht, in der keine Ziige mehr moglich sind, so wird
einem der Spieler der Sieg zugeschrieben, dem anderen die Niederlage. Zusétzlich
endet ein Spiel stets nach endlich vielen Ziigen.

Unter diese Klasse fallen - abgesehen von der Existenz eines Unentschiedens als Re-
sultat - auch bekannte Spiele wie z.B. Schach, Dame, Vier gewinnt, etc. Diese Spiele
sind sogenannte nicht neutrale kombinatorische Spiele, bei denen die moglichen Ziige
in einer Position davon abhéngen, welcher Spieler am Zug ist.

In diesem Vortrag geht es jedoch um neutrale Spiele, in denen die méglichen Ziige
nur durch die jeweilige Position bestimmt sind. Nach einer kurzen Einfiihrung wird
das wichtige Nim-Spiel vorgestellt und mit Hilfe der Nim-Addition und des Theo-
rems von Bouton untersucht. Danach werden neutrale kombinatorische Spiele auf
Graphen und Summen von Graphen betrachtet. Fiir ihre Analyse wird die Sprague-
Grundy Funktion eingefiithrt und das Theorem von Sprague-Grundy bewiesen. Zum
Abschluss gibt es noch eine Einfithrung in ein sehr instruktives Graphenspiel namens
Griines Hackenbush.

2 Einfiihrung

Definition 1 (Neutrales kombinatorisches Spiel).
Ein neutrales kombinatorisches Spiel ist ein extensives Spiel G = (N, H, P, (=1, =2))
mit perfekter Information mit Auszahlungsfunktionen wuy, us, fiir das folgendes gilt:

1. N ={1,2.
2. Fiir jeden offenen Verlauf h € H gilt: P(h) = (|h| mod 2) + 1.

3. Sei h € H ein abgeschlossener Verlauf, dann ist u;(h) = |h| mod 2 und uy(h) =
(|h] 4+ 1) mod 2.

4. Es existiert eine Partition Z = {21, 29,...} von H mit A(h) = A(R) fur alle
h,h'" € z;. Die (z;);>1 heiflen Spielpositionen.

5. Fiir alle h € H gilt: |h| € N.

Bemerkung.

Anschaulich kann man ein neutrales kombinatorisches Spiel folgendermafien be-
schreiben: Zwei Spieler ziehen immer abwechselnd. Es gibt eine Menge von Spiel-
positionen mit einer festgelegten Startposition und fiir jede Spielposition existiert



eine Menge von méglichen Ziigen, d.h. Ubergéingen zu anderen Positionen; diese ist
unabhéngig davon, welcher Spieler am Zug ist. Wird eine sogenannte terminale Po-
sition erreicht, in der keine Ziige mehr moglich sind, so hat der Spieler gewonnen,
der den letzten Zug gemacht hat. Das Spiel endet nach einer endlichen Anzahl von
Ziigen.

e Hingt die Menge der moglichen Ziige in einer Position nicht nur von der Po-
sition ab, sondern auch davon, welcher Spieler am Zug ist, so haben wir ein
nicht neutrales kombinatorisches Spiel.

e Die dritte Bedingung wird normale Spielregel genannt. Im Gegensatz dazu
steht die Misere Spielregel, bei der der Spieler verliert, der den letzten Zug
macht.

e Die fiinfte Bedingung heifit Endbedingung und wird fiir neutrale Spiele nicht
zwingend vorausgesetzt, in diesem Vortrag allerdings schon.

Beispiel (Subtraktionsspiel, S = {2,3}).

Auf einem Tisch liegen m = 24 Miinzen. Die Spieler diirfen abwechselnd jeweils 2
oder 3 Miinzen wegnehmen und es beginnt Spieler 1. Kann ein Spieler nicht mehr
ziehen, so hat er verloren und der andere gewonnen. Man kann sich nun mehrere Fra-
gen stellen: Kann einer der beiden Spieler einen Sieg erzwingen? Wenn ja, welcher?
Wie sdhe hierfiir eine Gewinnstrategie aus?

Auch ohne die Mittel, die wir im spéateren Verlauf des Vortrages kennenlernen wer-
den, kénnen wir dieses Spiel mit einer naheliegenden Methode analysieren - der
Riickwértsinduktion: Wir beginnen bei einfachen Stellungen mit wenigen Miinzen,
heben die Anzahl der Miinzen Schritt fiir Schritt an und untersuchen, zu welchen
bereits analysierten Positionen wir in einem Zug wechseln kénnen. Klarer wird dies
mit den folgenden Begriffen:

N- und P-Positionen

Eine Position heif3t N-Position, wenn der Spieler, der am Zug ist, einen Sieg erzwin-
gen kann. Kann der Spieler, der als letztes am Zug war, einen Sieg erzwingen, so
heifit sie P-Position.

Mit folgendem induktiven Algorithmus kann man zu jeder Position herausfinden, ob
sie eine N- oder P-Position ist:

e Schritt 1: Markiere jede terminale Position als P-Position.

e Schritt 2: Markiere jede Position, von der aus man eine P-Position in einem
Zug erreichen kann, als N-Position.

e Schritt 3: Markiere jede Position, von der aus man in jedem Zug nur zu mar-
kierten N-Positionen wechseln kann, als P-Position.



e Schritt 4: Wurden in Schritt 3 neue P-Positionen gefunden, gehe zuriick zu
Schritt 2. Ansonsten beende den Algorithmus.

Aus diesem Algorithmus folgt auch, dass jede Position entweder eine N- oder P-
Position ist.

Beispiel (Subtraktionsspiel, S = {2, 3}).

Betrachten wir nun noch einmal das obige Beispiel: Liegen gar keine oder nur eine
Miinze auf dem Tisch, so ist kein Zug moglich und man verliert, also sind die Po-
sitionen mit m = 0 und m = 1 Miinzen P-Positionen. Fiir m = 2 und m = 3 kann
man jeweils 2 Miinzen wegnehmen und so eine P-Position erreichen, ebenso kann
man fiir m = 4 genau 3 Miinzen mit dem gleichen Ergebnis wegnehmen. Diese sind
also N-Positionen. Fiir m = 5 erreicht man mit beiden moglichen Ziigen jeweils eine
N-Position, genauso fiir m = 6, d.h. es sind beides P-Positionen.

Macht man in diesem Sinne weiter, so bekommt man:

Position [0 [1|2[3[4|5[6|7[8[9]|10]11[12]|13]14]... |
Positionstyp | P |P [N [N [N |P|P|[N|[N|N|[P |P|[N|[N|N|[...|

Man sieht: Eine Position mit m Miinzen ist genau dann eine P-Position, wenn
e m = 0 mod 5, oder

e m =1 mod 5.

Charakteristische Eigenschaft von N- und P-Positionen

Man kann N- und P-Positionen folgendermaflen rekursiv definieren:
1. Alle terminalen Positionen sind P-Positionen.
2. Von jeder N-Position gibt es einen Zug zu einer P-Position.

3. Von jeder P-Position fiihrt jeder Zug zu einer N-Position.

3 Das Nim-Spiel

Betrachten wir ein fiir die Theorie von neutralen kombinatorischen Spielen sehr
fundamentales Spiel - das Nim-Spiel:

Nim-Spiel

Es gibt n Stapel, die mq,...,m, Miinzen enthalten. Jeder Spieler darf in einem
Zug von genau einem Stapel eine beliebige Menge von Miinzen entfernen, jedoch
mindestens eine. Der Spieler, der den letzten Zug macht, gewinnt.



Wir betrachten ein Beispiel hierfiir: Sei n = 3, d.h. wir haben 3 Stapel mit bei-
spielsweise 6, 9, bzw. 12 Miinzen. Welcher Spieler gewinnt hier und wie sieht seine
Gewinnstrategie aus?

Wahrend Nim fiir n = 1 trivial und fiir n = 2 immer noch leicht zu untersuchen ist
(P-Positionen sind die Positionen, in denen beide Stapel gleich grof§ sind), wird es
ab einer Anzahl von 3 Stapeln bedeutend komplexer. Im Vergleich zum Subtrakti-
onsspiel im letzten Kapitel haben wir nun in fast jeder Position eine grofie Menge
an moglichen Ziigen. Wir kénnen also nicht mehr einfach durch Riickwértsinduktion
die N- und P-Positionen bestimmen. Fiir die genaue Analyse dieses Spiels benotigen
wir die Nim-Addition:

Definition 2 (Nim-Summe).
Seien z,y € Nund (2, - - - 2¢)2, (Ym - - - Yo)2 ihre Bindrdarstellungen, so ist ihre Nim-
Summe x & y definiert als
x@y: (ajme)Q@(ymyO)Q = (Z’m"'ZO)2
mit z, = x; + yx mod 2 fiir alle 0 < k < m.
Beispiel (Nim-Addition).
Um die Definition zu veranschaulichen, bilden wir nun die Nim-Summe aus 6, 9
und 12. Die Binérdarstellungen sind 6 = (0110)2, 9 = (1001)y bzw. 12 = (1100),

und wir schreiben diese untereinander (wir sagen, wir berechnen die Nim-Summe
spaltenweise nach den Spalten der Bindrdarstellungen):

S
S

Bemerkung.
Die Nim-Addition ist assoziativ, kommutativ und 0 ist ein neutrales Element. Fiir
x € N gilt stets x & x = 0. Daher gilt die Kiirzungsregel:

rThYy=1r9z — rPrBYyY=rdrdz — Yy==z
Die natiirlichen Zahlen mit der Nim-Addition bilden also eine abelsche Gruppe.

Theorem (Bouton).
Fine Position (mq,...,my,) im Nim-Spiel mit n Stapeln ist genau dann eine P-
Position, wenn m; & --- & m, =0 gilt.

Beweis. Sei P die Menge aller Positionen mit Nim-Summe 0 und N die Menge
aller Positionen mit Nim-Summe > 0. Uberpriifen wir nun die charakteristischen
Eigenschaften von N- und P-Positionen in Bezug auf N und P:

1. Alle terminalen Positionen sind in P:

Das ist richtig, da es nur die terminale Position (0,...,0) gibt und ihre Nim-
Summe 0 ist.



2. Von jeder Position in A gibt es einen Zug zu einer Position in P:

Sei (my,...,my) € N. Wir konstruieren einen solchen Zug. Zunéchst schrei-
ben wir die Nim-Summe m; & --- & m,, spaltenweise nach den Spalten der
Binédrdarstellungen der m; und suchen die hochstwertige Spalte (d.h. die Spal-
te zu der hochsten Zweierpotenz) mit einer ungeraden Anzahl an Einsen —
diese existiert, da m; @ - - - & m, > 0 ist. Wir wihlen uns ein i € {1,...,n}, so
dass m,; in dieser Spalte eine 1 hat. Nun dndern wir die 1 in dieser Spalte zu
einer 0 und alle Werte in der Bindrdarstellung von m; rechts davon so, dass in
jeder Spalte der Nim-Addition eine gerade Anzahl an Einsen steht. Dies ver-
kleinert die Zahl m;, da in der héchstwertigen Spalte, die wir verdndert haben
aus einer 1 eine 0 wurde. Es ist also ein erlaubter Zug und die neue Position
liegt in P.

3. Von jeder Position in P fiihrt jeder Zug zu einer Position in N:

Sei (myq,...,m,) € P und oBdA werde nun m; reduziert zu m}. Wiirde nun
myOmy® - B, =0=m1 @ma @ D my
gelten, so wiirde durch die Kiirzungsregel m/ = m; impliziert werden.

= mE&my®--Bdm, #0 = (m}, -+ ,m,) €N

Insgesamt folgt, dass P die Menge aller P-Positionen ist. [

Mit Hilfe dieses Theorems kénnen wir nun fiir jede Position in einem Nim-Spiel
mit beliebig vielen Stapeln entscheiden, ob sie eine N- oder eine P-Position ist. Der
Beweis liefert uns sogar eine konkrete Gewinnstrategie, falls eine N-Position vorliegt.

Beispiel (Nim-Spiel, n = 3).

Wir haben also 3 Stapel mit 6, 9 bzw. 12 Miinzen. Wie oben schon berechnet ist
6P9® 12 = 3. Es liegt also eine N-Position vor und wenn wir einen Zug finden, der
die Nim-Summe zu 0 &ndert, so ist dies ein Gewinnzug. Betrachten wir die Rechnung
oben noch einmal, so sehen wir, dass die hochstwertige Spalte mit einer ungeraden
Anzahl an Einsen die zweite von rechts ist, die den Anteil der Potenz 2! angibt. Es
gibt nur eine Zahl mit einer 1 dort, ndmlich die 6. Also haben wir keine Auswahl.
Wir dndern diese 1 zu einer 0 ab und damit die Nim-Summe 0 wird, miissen wir die
0 an der ganz rechten Stelle der Bindrdarstellung der 6 in eine 1 abédndern:

2

(0101)
@ (1001)
@ (1100)
= ( )2 =0
Aus der 6 wird eine 5 und genau das ist der Zug, nach dem wir im Folgenden einen
Sieg erzwingen koénnen, unabhingig davon, was unser Gegner zieht. Im weiteren
Verlauf des Spieles wird durch Ziige des Gegners die Nim-Summe der Stapelgrofien

immer wieder auf einen Wert # 0 geéndert und unsere Ziige bestehen darin, wieder
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eine P-Position mit Nim-Summe 0 zu erreichen. Schlussendlich erreichen wir durch
einen Zug die terminale Position, in der kein Stapel mehr Miinzen enthélt und unser
Gegner nicht mehr ziehen kann. Wir gewinnen also.

4 Graphenspiele und die Sprague-Grundy Funk-
tion

Man kann neutrale kombinatorische Spiele auch als Spiele auf einem gerichteten
Graphen modellieren.

Definition 3 (Gerichteter Graph).

Ein gerichteter Graph G = (Z, F) besteht aus einer Menge Z # () von Knoten und
einer Funktion F' : Z — P(Z). Fiir z € Z und y € F(z) heifit das Paar (z,y) eine
Kante von G und y heifit Nachfolger von z.

Bemerkung.

Die Knoten eines gerichteten Graphen kénnen als Spielpositionen gesehen werden.
Fiir ein z € Z gibt F(z) die moglichen Ziige an, d.h. wir interpretieren die Kanten
als Ziige.

Gespielt wird, indem ein Startknoten zy festgelegt wird und Spieler 1 beginnt. Die
Spieler wiahlen nun abwechselnd je eine Kante des Graphen, bis ein Spieler zu einem
Knoten z gelangt, so dass F(z) = () ist. Der Spieler der am Zug ist verliert dann.

Definition 4 (Pfad, progressiv beschrankter Graph).

Sei G = (Z, F) ein gerichteter Graph, zy € Z. Ein endlicher Pfad von z; ist eine
Folge (20, ...,2m) mit z; € F(z;_1) fiir 1 <i < m < oo. Hierbei heiit m die Linge
des Pfades. Gilt zy = 2,,, so nennen wir den Pfad einen Zykel. Ein unendlicher Pfad
von zp ist eine Folge (zg,21,...) mit 2,11 € F(z) fir i« € N, seine Lénge ist oo.
Ein gerichteter Graph heifit progressiv beschrinkt, falls fiir jedes zg € Z einn € N
existiert, so dass jeder Pfad von zy eine Lénge < n hat.

Fiir die Untersuchung von Spielen auf Graphen fithren wir nun die Sprague-Grundy
Funktion ein, deren Nutzen im néchsten Kapitel klar wird:

Definition 5 (Sprague-Grundy Funktion).
Fiir einen gerichteten Graphen G = (Z, F') ist die Sprague-Grundy Funktion
g : Z — N induktiv definiert als:

g(z) =min{n > 0:n # g(y) fir alle y € F(z)}
Dabei heifit g(z) Sprague-Grundy Wert von z.

Beispiel (Sprague-Grundy Funktion eines Nim-Stapels).

Angenommen, es liegt ein Nim-Stapel (d.h. ein Nim-Spiel mit n = 1) vor. Fiir
die Sprague-Grundy Funktion g behaupten wir g(m) = m und beweisen dies per
Induktion nach der Anzahl m der Miinzen:



Induktionsanfang, m = 0: Diese Position hat keinen Nachfolger, also ist g(0) = 0.

Induktionsschritt, m > 1: Die moglichen Ziige bestehen darin 1,...,m Miinzen zu
entfernen, was uns zu einer Position mit m —1,...,0 Miinzen fiihrt. Deren Sprague-
Grundy Wert ist nach Induktionsvoraussetzung jeweils m — 1,...,0. Damit folgt
g(m) = m.

Bemerkung.

e Fiir progressiv beschrinkte Graphen existiert die Sprague-Grundy Funktion,
sie ist wohldefiniert und endlich.

e Fiir einen Knoten 2z beobachtet man:
1. Ist z eine terminale Position, so gilt g(z) = 0.
2. Ist g(z) = 0, so gilt fir jedes y € F(z), dass g(y) # 0 ist.
3. Ist g(z) # 0, so existiert ein y € F(z), so dass g(y) = 0 ist.

Mit Hilfe der charakteristischen Eigenschaft von N- und P-Positionen folgert
man nun: Ein Knoten z ist genau dann eine P-Position, wenn ¢(z) = 0 ist.

e Man kann die Sprague-Grundy Funktion auf andere Graphen anwenden, z.B.
auf sogenannte progressiv endliche Graphen (d.h. jeder Pfad hat eine endli-
che Lange) und sogar auf manche Graphen mit Zykeln. Dafiir muss man den
Wertebereich der Sprague-Grundy Funktion von natiirlichen Zahlen zu Ordi-
nalzahlen ausdehnen. Siehe hierzu z.B. [Fex].

5 Summen von kombinatorischen Spielen

In diesem Kapitel werden wir Summen von Spielen auf Graphen untersuchen und
hierzu das Sprague-Grundy Theorem beweisen — das Hauptergebnis dieses Vortrages.

Definition 6 (Summe von n Spielen auf Graphen).
Seien Gy = (Z1, FY), ..., G, = (Z,, F,) progressiv beschriankte Graphen. Die Summe
G=(Z,F)=Gi+ -+ G, von Gy, ...,G, wird folgendermaflen gebildet:

Z=0 % xXZy=A(21,...,2n) 1z € Z; fiir 1 <i<n}

Fir z = (21,...,2,) € Z gilt:

F(z) = U{zl} X oo X Fy(z) x oo x {zn}

Der Graph G ist ebenfalls progressiv beschrankt. In der Position z = (z1,..., z,) in
dem Spiel G besteht ein Zug darin, zu genau einem z; ein y; € Fj(z;) auszuwéhlen,
also eine Kante in genau einer Komponente von G.



Theorem (Sprague-Grundy).

Seien Gy, ..., G, progressiv beschrinkte Graphen mit Sprague-Grundy Funktionen
9153 Gn, SO hat die Summe G = Gy + --- + G,, die Sprague-Grundy Funktion g,
definiert durch:

9(2) = g9(21,- -, 2) = 91(21) © -+ © gul2n)

Beweis. Sei z = (z1,...,2,) € Zund b= g1(21) ® -+ - ® gn(z,). Wir zeigen nun:
1.VaeNa<b = JyeF(z):9(y) =a.
2. VyeF(z):g(y) #b.

Daraus folgt unmittelbar, dass g(z) = b ist. Der Beweis dieser beiden Punkte ge-
schieht induktiv iiber die Folgepositionen.

1.Seid =a®bund k € N mit 25" < d < 2*, d.h. d hat eine 1 an der k-ten
Stelle von rechts in der Bin&drdarstellung. Wegen a < b, hat b ebenfalls eine
1 an der k-ten Stelle der Bindrdarstellung, wéhrend bei a dort eine 0 steht.
Dab = gi(z1) ® -+ @ gn(zn) ist, gibt es ein i € {1,...,n}, so dass g;(2;)
eine 1 an der k-ten Stelle der Binédrdarstellung hat. OBdA sei i = 1. Wegen
d® g1(z1) < g1(z1) gibt es einen Zug von z; zu einem 2z} mit g;(2]) = d® g1(21)
und damit auch einen Zug von (zy,...,2,) zu (21, 22,...,2,) in G. Mit der
Induktionsvoraussetzung folgt:

9(21, 22, 2n) = G1(21) © g2(22) @ -+ - B gn(zn)
=d®gi1(z1) D Dgn(zn) =ddb=a
2. Angenommen es gibt ein y € F(z) mit g(y) = b. Essei oBdA y = (21, 22, .. ., 2n)-

= 1(21) D 92(22) ® -+ © gn(2n) = g1(21) B -+ © gn(2n)

Die Kiirzungsregel impliziert dann g;(2]) = ¢1(z1). Das ist jedoch ein Wider-
spruch zur Definition des Sprague-Grundy Wertes. 4

Nun kénnen wir Summen von Spielen auf progressiv beschrankten Graphen auf ihre
N- und P-Positionen und bei Vorliegen einer N-Position auf eine Gewinnstrategie
hin untersuchen, indem wir einfach die Sprague-Grundy Funktionen der einzelnen
Spiele bestimmen und ihre Nim-Summe bilden. Spiele, die auf den ersten Blick sehr
komplex sind, lassen sich so zerlegen. Das folgende Korollar zeigt uns, dass es sogar
noch einfacher wird und wir jedes Spiel auf einer Summe von progressiv beschriankten
Graphen auf das Nim-Spiel zuriickfiihren konnen.

Definition 7 (Aquivalenz von Spielen). Zwei Spiele G, G heifien dquivalent, wenn
fiir jedes Spiel H die Sprague-Grundy Werte der Startpositionen von G; + H und
G5 + H gleich sind.



Korollar.

Jedes neutrale Spiel auf einem progressiv beschrdnkten Graphen ist dquivalent zu
einem Nim-Stapel, wobei die Griffe des Nim-Stapels dem Sprague-Grundy Wert der
Startposition des Spieles entspricht.

6 Griines Hackenbush

Ein duBlerst interessantes kombinatorisches Spiel ist Hackenbush. Dazu fiithren wir
zunéchst den Begriff des verwurzelten Graphen ein:

Ein verwurzelter Graph ist ein ungerichteter Graph, bei dem mindestens ein Kno-
ten als Boden gekennzeichnet ist und jede Kante iiber einen Pfad mit dem Boden
verbunden ist.

Bei Hackenbush besteht ein Zug daraus, aus dem verwurzelten Graphen eine Kante
zu entfernen sowie alle, die danach nicht mehr mit dem Boden verbunden sind.

Es gibt verschiedene Versionen dieses Spiels: In der allgemeinen Version sind manche
Kanten des Graphen blau, andere rot und der Rest griin markiert. Spieler 1 darf
keine roten, Spieler 2 keine blauen Kanten entfernen; griine Kanten diirfen von
beiden Spielern entfernt werden. Ohne griine Kanten kann man auch blau-rotes
Hackenbush spielen, was natiirlich ein nicht neutrales Spiel ist. Hier betrachten wir
jedoch die neutrale Version, in der es nur griine Kanten gibt, d.h. dass jeder Spieler
alle Kanten entfernen darf.

Fiir anschauliche Beispiele zu diesem Spiel siehe [Fer] oder [BCG], Kapitel 7.

6.1 Halme

Untersuchen wir zunéchst einen einfachen Fall: Ein Halm mit m Abschnitten ist ein
linearer Graph mit m Kanten und m + 1 Knoten. Einer der beiden dufleren Knoten
— also der beiden Knoten, von denen nur eine Kante abgeht — ist dabei der Boden.

Ein Zug im Hackenbush auf Halmen besteht darin, eine beliebige Kante und alle
dariiberliegenden zu entfernen. Es ist also nichts anderes als das Nim-Spiel mit
einem Stapel und dementsprechend ist Hackenbush auf einer Summe von n Halmen
nichts anderes als das Nim-Spiel mit n Stapeln.

6.2 Baume

Gehen wir von Halmen iiber zu verwurzelten Baumen: Ein verwurzelter Baum ist
ein verwurzelter Graph, so dass von jedem Knoten ein eindeutiger Pfad zum Boden
(bei Baumen auch: Wurzel) fithrt. Baume enthalten also keine Zykel.

Da Hackenbush auf einem verwurzelten Baum ein neutrales kombinatorisches Spiel
ist, ist es nach dem Sprague-Grundy Theorem &quivalent zum Nim-Spiel mit einem
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Stapel. Um den Sprague-Grundy Wert eines verwurzelten Baumes zu bestimmen,
benutzen wir die folgende induktive Kolon-Regel:

Satz (Kolon-Regel).

Sei G ein verwurzelter Graph, z ein Knoten in G und Hy, Hy zwei verwurzelte Bdume
mit dem gleichen Sprague-Grundy Wert. Wir definieren G1 := G, : Hy und Gy :=
G, : Hy, wobei G, : H; der Graph ist, der entsteht, indem man H; mit der Wurzel

am Knoten z an G anhdngt. Dann haben Gy und Go den gleichen Sprague-Grundy
Wert.

Beweis. Seien g1, g2, g die Sprague-Grundy Werte von G, Gy bzw. G + Go. Wir
werden im Spiel G1+G5 eine Gewinnstrategie fiir Spieler 2 finden, so dass wir wissen,
dass eine P-Position vorliegt. Dann wiirde folgen:

9g=0 = g1®990=0 = g1 =0

Die Gewinnstrategie sicht folgendermaflen aus: Entfernt Spieler 1 eine Kante aus G
in einem der Teilspiele G; bzw. Gg, so entfernt Spieler 2 die gleiche Kante in dem
anderen Teilspiel. Entfernt Spieler 1 eine Kante in H; oder Hs, so dndert sich damit
der Sprague-Grundy-Wert dieses Spieles und es gibt in dem jeweils anderen Spiel
einen Zug, der den Sprague-Grundy genauso éndert. Letztendlich wird Spieler 2 so
den letzten Zug machen und damit gewinnen. [

Spielt man nun griines Hackenbush auf einem verwurzelten Baum und gehen mehrere
Zweige an einem Knoten ab, so kann man diese Zweige durch einen Halm mit m
Abschnitten ersetzen ohne den Sprague-Grundy Wert des Baumes zu dndern. Dabei
ist m die Nim-Summe der Sprague-Grundy Werte der Zweige.

6.3 Allgemeine verwurzelte Graphen

Nun konnen wir den letzten Schritt machen und zu griinem Hackenbush auf all-
gemeinen verwurzelten Graphen iibergehen. Wieder liegt das Problem darin, den
Sprague-Grundy Wert eines verwurzelten Graphen zu bestimmen, wenn er kompli-
zierter als ein Baum ist, also z.B. Zykel hat. Dieses Problem kann man mit der
folgenden Fusions-Regel 16sen. Dafiir ben6tigen wir noch den Begriff einer Schleife:
Eine Schleife ist eine Kante, die einen Knoten mit sich selbst verbindet.

Satz (Fusions-Regel).

Spielt man grines Hackenbush auf einem verwurzelten Graphen, so kann man alle
Knoten eines Zykels zu einem Knoten verschmelzen ohne den Sprague-Grundy Wert
des Graphen zu verdndern. Dabei wird eine Kante zwischen zwei verschmolzenen
Knoten zu einer Schleife, die wiederum durch einen Zweig der Linge 1 ersetzt werden
kann.

Die Fusions-Regel zu beweisen erfordert einigen Aufwand und deswegen wird im
Rahmen dieses Vortrages darauf verzichtet, siche hierzu [BCG], Kapitel 7.
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Wir haben also mit Hilfe der Kolon- und der Fusions-Regel ein Konzept gefunden,
mit dem wir den Sprague-Grundy Wert jedes beliebigen verwurzelten Graphen be-
rechnen konnen, indem wir den Graphen zuerst in einen verwurzelten Baum und da-
nach in einen Halm gleichen Sprague-Grundy Wertes transformieren. Somit kénnen
wir im Spiel griines Hackenbush auf einer Summe von verwurzelten Graphen in jeder
Position bestimmen, ob eine N- oder eine P-Position vorliegt und kennen im Falle
einer N-Position sogar eine Gewinnstrategie.
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Online-Links zu kombinatorischen Spielen
e Nim-Spiel
http://www.dotsphinx.com/games/nim/

e Chomp!
http://www.math.ucla.edu/~tom/Games/chomp.html

e Fibonacci Nim
http://www.math.ucla.edu/~tom/Games/fibonim.html

e Moore’s Nim
http://www.math.ucla.edu/~tom/Games/Moore.html

e Dawson’s Schach
http://www.math.ucla.edu/~tom/Games/dawson.html

e Aliquot-Spiel
http://www.cut-the-knot.org/SimpleGames/Aliquot.shtml

e Turnablock
http://thinks.com/java/turnablock/turnablock.htm

e Griines Hackenbush
http://www.informatik.uni-oldenburg.de/~delwi/hackenbusch/

e Eine kleine Sammlung verschiedener Spiele
http://www.chlond.demon.co.uk/JavaJive.html
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