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Aufgabe 1: 4 Punkte

Wir betrachten einen Finanzmarkt mit Informationsverlauf gegeben durch einen eindi-
mensionalen Wiener-Prozess W und nehmen an, dass unter einem subjektiven Wahr-
scheinlichkeitsmaß P die augenblickliche Zinsrate eines Geldmarktkontos sich entwickelt
entsprechend

dr(t) = b(a− r(t))dt+ δdW (t) , r(0) = r0 > 0

mit a, b > 0.

Das Geldmarktkonto entwickelt sich also entsprechend

β(t) = exp(

∫ t

0

r(s)ds)

für alle t ≥ 0.

Weiter ist in diesem Finanzmarkt eine Aktie mit Preisprozess S(t) gegeben durch

dS(t) = S(t)(µdt+ σdW (t)) , S(0) = x0 > 0

mit µ ∈ R, σ > 0.

1. Ist das Modell arbitragefrei?

2. Ist das Modell vollständig?

3. Führen Sie einen Maßwechsel zu einem äquivalenten Wahrscheinlichkeitsmaß P∗

durch und zeigen Sie, dass die Zinsrate r sich unter P∗ wie ein Vasicek-Prozess
verhält. Wie ändern sich die Parameter?

4. Berechnen Sie für eine Call-Option mit Laufzeit T

E∗ (S(T )−K)+

β(T )
.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Wir ersetzen in Aufgabe 1 den Vasicek-Prozess für die Zinsrate durch einen CIR Prozess.
Der Prozess r erfüllt also die stochastische Differentialgleichung

dr(t) = b(a− r(t))dt+ δ
√
r(t) dW (t)



mit a, b > 0. Wir nehmen weiter an, dass 2ab ≥ δ2.

Ist dieses Modell arbitragfrei? Geben Sie bei positiver Antwort ein äquivalentes Martin-
galmaß an.

Aufgabe 3: Hull White Volatilitätsmodell 6 Punkte

Das stochastische Volatilitätsmodell nach Hull White hat bezüglich eines äquivalenten
Martingalmaßes P∗ die Darstellung

dS(t) = S(t)(r dt+ Yt dW1(t)),
dYt = Yt(µ dt+ δ dW2(t)) (1)

mit unabhängigen Wienerprozessen W1,W2.

1. Lösen Sie die obige stochastische Differentialgleichung.

2. Wird P∗ als Bewertungsmaß gewählt, so versuchen Sie eine Formel für den Anfangs-
preis einer Calloption mit Laufzeit T und Basis K zu finden.

3. Formulieren Sie einen PDE Ansatz mit dem der Preis der Calloption berechnet
werden kann.

Gehen Sie bei diesem Modell von einer konstanten Zinsrate r > 0 aus.
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