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Aufgabe 1: 4 Punkte

1. Sei M ein stetiges lokales Martingal mit 〈M〉∞ <∞ P-fast sicher. Zeigen Sie, dass
Mt für t→∞ P- fast sicher gegen eine reellwertige Zufallsgröße konvergiert.

2. Sei M ein stetiges lokales Martingal mit M0 = 0, dass die Novikov Bedingung
E exp(1

2
〈M〉∞) < ∞ erfüllt. Zeigen Sie, dass es ein zu P äquivalentes Wahrschein-

lichkeitsmaß P∗ gibt mit

dP∗

dP
|Ft = exp(Mt −

1

2
〈M〉t)

für alle t ≥ 0.

Aufgabe 2: 6 Punkte

1. Sei X ein stetiges lokales Martingal mit P(Xt > 0) = 1 für alle t ≥ 0. Zeigen Sie,
dass dann ein lokales Martingal M existiert mit

Xt = X0 exp(Mt −
1

2
〈M〉t)

für alle t ≥ 0 P- fast sicher.

2. Sei X = M+A die Doob-Meyer Zerlegung eines strikt positiven stetigen Submartin-
gals. Seien des Weiteren Y und Z die Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dYt = Yt
1

Xt

dMt, Y0 = X0,

bzw.

dZt = −Zt
1

Xt

dAt, Z0 = 1.

Zeigen Sie, dass für U = Y/Z gilt:

dUt = Ut
1

Xt

dXt

und folgern Sie hieraus, dass U = X.



Aufgabe 3: 6 Punkte

1. Besselprozess: Sei W ein n- dimensionaler Wiener-Prozess. F̈ı¿1
2
r a 6= 0 setzen wir

X(t) = a + W (t) für alle t ≥ 0. Zeigen Sie, dass es einen Wiener-Prozess B gibt, so
dass Y (t) = |X(t)|2 die stochastische Differentialgleichung

dY (t) = 2
√
Y (t)dB(t) + ndt

mit Anfangswert |a|2 erfüllt.

Y heißt quadrierter Besselprozess der Dimension n.

2. quadrierter Ornstein-Uhlenbeck Prozess: Sei X ein Ornstein-Uhlenbeck Pro-
zess und damit Lösung der Gleichung

dX(t) = −X(t)dt + dW (t)

zu einem Startwert a 6= 0. Zeigen Sie, dass es einen Wienerprozess B gibt, so dass
Y (t) = X(t)2 die Gleichung

dY (t) = 1− 2Y (t)dt + 2
√

Y (t)dB(t)

zum Anfangswert a2 löst.

Y heißt quadrierter Ornstein-Uhlenbeck Prozess der Dimension 1.
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