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Aufgabe 1: 4 Punkte

Sei (Wt)t≥0 ein Wiener-Prozess. Bestimmen Sie für jedes n ∈ N die Funktion µn definiert
durch µn(t) = EW 2n

t für alle t ≥ 0.

Hinweis: Benutzen Sie die Ito-Formel um eine Rekursionsgleichung für die µn, n ∈ N
herzuleiten. Durch Ausrechnen der ersten Glieder kann dann die Formel erkannt werden,
die man dann durch Induktion beweisen kann.

Aufgabe 2: 4 Punkte

1. Zeigen Sie, dass in einem Black-Scholes Modell mit deterministischer Volatilitäts-
funktion σ und Trendfunktion µ der Aktienpreisprozess die stochastische Differen-
tialgleichung

dS(t) = S(t)(µ(t)dt+ σ(t)dW (t))

erfüllt.

2. Benutzen Sie die obige stochastische Differentialgleichung, um eine gewöhniche Dif-
ferentialgleichung für f(t) = ES(t) herzuleiten.

3. Lösen sie diese, um f explizit zu bestimmen.

4. Führen Sie die gleiche Prozedur durch zur Bestimmung von ES(t)2.

5. Berechnen Sie VarS(t).

Aufgabe 3: 4 Punkte

Sei (Wt)t≥0 ein Wiener-Prozess und θ ∈ R. Benutzen Sie die Ito-Formel, um Integralpro-
zessdarstellungen der folgenden Prozesse zu erhalten:

1. (cos(θWt)t≥0), (sin(θWt)t≥0),

2. exp(iθWt) = cos(θWt) + i sin(θWt), t ≥ 0,

3. (tWt)t≥0,

4. (tW 2
t )t≥0,

5. (Sαt )t≥0, wobei S(t) = exp(µt) exp(σWt − 1
2
σ2t) .

6. (Sαt )t≥0, wobei S(t) = exp(
∫ t
0
µ(s)ds) exp(

∫ t
0
σ(s)dWs− 1

2

∫ t
0
σ2(s)ds) mit Funktionen

µ, σ.



Aufgabe 4: 4 Punkte

Wir betrachten ein Black-Scholes Modell mit variabler deterministischer Volatilität σ und
Zinsrate r über einen Handelszeitraum [0, T ]. Bezüglich des äquivalenten Martingalmaßes
P∗ hat der Aktienpreisprozess eine Darstellung der Form

St = xe
∫ t
0 r(s)ds exp(

∫ t

0

σ(s)dWs −
1

2

∫ t

0

σ2(s)ds), 0 ≤ t ≤ T

mit einem Wiener-Prozess W bezüglich P∗. Der Anfangspreis werde hier mit x > 0 be-
zeichnet. Die Entwicklung des Bankkontos ist gegeben durch

β(t) = exp(

∫ t

0

r(s)ds), 0 ≤ t ≤ T.

Zeigen Sie:

1. Für 0 ≤ t ≤ T und α > 0 ist

E∗(
SαT
β(T )

|Ft) = xαe
∫ T
0 (α−1)r(s)ds+

∫ T
t

1
2
α(α−1)σ2(s)ds exp(

∫ t

0

ασ(s)dWs−
1

2

∫ t

0

(ασ(s))2ds).

2. Für α > 0 gilt

E∗(
SαT
β(T )

) = xαe
∫ T
0 (α−1)(r(s)+ 1

2
ασ2(s))ds.

3. Der arbitragefreie Anfangspreis p(C) des Claims, der zum Zeitpunkt T die Auszah-
lung

C = (SαT −K)+

liefert, ist gegeben durch

p(C) = h(T )Φ

 log xα

K
+
∫ T
0
α(r(s) + σ2(s)(α− 1

2
))ds

α
√∫ T

0
σ2(s)ds


−Ke−

∫ T
0 r(s)dsΦ

 log xα

K
+ α

∫ T
0

(r(s)− 1
2
σ2(s)ds)

α
√∫ T

0
σ2(s)ds


mit h(T ) = xαe

∫ T
0 (α−1)(r(s)+ 1

2
ασ2(s))ds.

Hinweis: p(C) = E∗β(T )−1(SαT −K)+.
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