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THEMEN: Faltungen, unendliche Produkträume und 0-1-Gesetze

Aufgabe 25 (2+4 Punkte)
Es seien µ und ν zwei W-Maße mit λd-Dichten f bzw. g.

a) Zeigen Sie, dass µ ∗ ν die λd-Dichte (f ∗ g)(x) :=
∫
f(x− y)g(y)λd(dy) besitzt.

Hinweis: λd ist translationsinvariant.

b) Nun sei µ die Gleichverteilung auf [0, 1] und ν = Poi(λ), λ > 0. Bestimmen Sie die
λ-Dichte von µ ∗ µ sowie die Verteilungsfunktion von µ ∗ ν.

Aufgabe 26 (2+2 Punkte)
Es sei (Ω,A, P ) =

(∏
n∈N R≥0,

⊗
n∈N B≥0,

⊗
n∈NExp

(
1
n

))
und X : Ω→ N,

X(ω) := inf{n ∈ N | ωn ≤ n}, inf ∅ :=∞.
a) Zeigen Sie: X ist A-P(N)-messbar.

b) Zeigen Sie: PX ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf N mit Zähldichte

q(n) = e1−n(1− e−1)1N(n).

Aufgabe 27 (5 Punkte)
Es sei I eine beliebige Indexmenge und (Ωi,Ai)i∈I eine Familie messbarer Räume. Im
Rahmen des Satzes von Andersen-Jessen (Theorem 11.3) wird eine σ-Algebra A auf dem
kartesischen Produkt Ω :=

∏
i∈I Ωi definiert als

A =
⊗
i∈I

Ai := σ(pi, i ∈ I),

also die kleinste σ-Algebra, die alle Projektionen messbar macht. Im Beweis des Satzes
wird diese σ-Algebra dargestellt als die von den endlich-dimensionalen Zylindermengen er-
zeugte. Zeigen Sie nun, dass A tatsächlich gerade die Menge der abzählbar-dimensionalen
Zylindermengen ist, also

A = {A ∈ Ω | es ex. ein K ⊂ I abzählbar und ein AK ∈ AK mit A = p−1
K (AK)}.

Aufgabe 28 (3+2 Punkte)
Es sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (An)n∈N eine Folge in A. Zeigen Sie:

a)
∑∞

n=1 P(A ∩ An) =∞ für alle A ∈ A mit P(A) > 0 ⇒ P(lim supn→∞An) = 1.

b) Für alle A ∈ A mit
∑∞

n=1 P(A ∩ An) <∞ gilt P(lim supn→∞An) ≤ 1− P(A).


