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Konvergenzarten und Produktraume

Aufgabe 11 (4 Punkte)
Es sei f € L2(n), E(f) :== [ fdu, Var(f) = [(f — E(f))*dp und ¢ > 0. Zeigen Sie:

a) u(f—E(f) 2¢) < V?ZE:?)? fur alle ¢t > 0.

Var(f)
b) u(f = E(f) = ¢) < &y

Aufgabe 12 (5 Punkte)
Betrachten Sie den Mafiraum (€, A, 1) = ([0, 1], By}, A). Die Folge (f,)n>1 sei gegeben
durch

fr = 2" ]l[ﬂ nezhan] mit k = max{k" € Nj2¥' < n}

ok 0 2k

und f = 0 die Nullfunktion auf Q. Uberpriifen Sie folgende Aussagen:

a) (fn)n>1 konvergiert stochastisch gegen f.

Jn

) (fn)

b) (fn)

¢) (fn)n>1 konvergiert in £P fiir ein p > 1 gegen f.
) (fn)

n>1 konvergiert p-f.s. gegen f.

d) (fn)n>1 ist gleichgradig integrierbar.

Aufgabe 13 (6 Punkte)
Es sei (©,A, 1) ein Mafiraum, () # @ C R eine offene Menge und g : 2 x Q — R eine
Abbildung mit den Eigenschaften

(i) g(-,t) ist p-integrierbar fiir alle t € @,

(i) g(w,-) ist differenzierbar fiir p-fast alle w € Q,

(iii) es gibt eine p-integrierbare Funktion & : Q — R mit |2 g(-,¢)| < h fiir alle ¢ € Q.
Zeigen Sie, dass die Funktion G : Q — R, G(t) = [ g(w, t)u(dw), differenzierbar ist mit

) = [ 2 gt nutd)

Bitte wenden!



Aufgabe 14 (5 Punkte)
Es seien (2,4, i) ein o-endlicher Mafiraum, f : 2 — R eine nicht-negative Funktion und
M :={(w,t) e QxR |0<t< f(w)}. Zeigen Sie:

a) f ist genau dann A-messbar, wenn M € A® B gilt.
b) Ist f A-messbar, so gilt [, fdu = p @ A(M).

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion h : Q x R — R mit h(w,t) := f(w) — ¢

Aufgabe 15 (5* Punkte)

a) Es seien f, f1, fo,... A-B-messbare numerischer Funktionen. Zeigen Sie, dass die
Menge {f, - f} in A liegt, f, also fast sicher gegen f konvergiert, fallls diese
Menge Maf3 0 hat.

b) Geben Sie ein Beispiel fiir einen Mafiraum (£2,.4, ) und eine fast iiberall geltende
Eigenschaft (*) an, fiir die die Menge {w|(*) gilt fiir w nicht} nicht messbar, also
keine Nullmenge ist.



