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ﬂ'bungen
Abgabetermin: Freitag 24.06. um 12 Uhr, Briefkasten 57-60
THEMEN: Zentraler Grenzwertsatz, Lindeberg-Bedingung, Feller-Bedingung

Aufgabe 36 (2+4 Punkte)
Es sei (X,,)nen eine Folge stochastisch unabhéngiger Zufallsgrofen mit

fiir ein a € R. Zeigen Sie:
a) Fir a > 1 gilt das schwache Gesetz der grofien Zahlen nicht.

b) Fir a > —% gilt der zentrale Grenzwertsatz.

Aufgabe 37 (4 Punkte)
(X, )nen sei eine Folge positiver i.i.d. Zufallsgrofien mit p := EX; und 0% := VarX; < co.
Ferner sei X,, := % > Xi. Zeigen Sie:

2
N <§— — 7n> N N(0,40%), falls n — oo.

n

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis folgende Aussage verwenden:

Satz von Slutsky: Aus X, L XundY, & ¢ folgt f(X,,Yn) KR f(X, ¢) fiir jede messbare
Funktion f:R? — R mit R x (¢ —n,c+n) € C(f) fiir ein n > 0.

Aufgabe 38 (5 Punkte)

a) (X, )nen sei eine Folge unabhéngiger, zentrierter Zufallsgrofien mit endlichen, posi-
tiven Varianzen, die der Lindeberg-Bedingung gentige. Zeigen Sie, dass dann auch
die Feller-Bedingung

e V(X)
im max

n—oo 1<k<n S%

=0

erfiillt ist (s, sei dabei definiert wie in der Vorlesung).

b) Es sei (X,,)nen eine Folge unabhingiger Zufallsgrofien mit P*» = N(0,n!),n € N.
Zeigen Sie, dass der Zentrale Grenzwertsatz gilt, die Lindeberg-Bedingung aber nicht
erfiillt ist.

Bitte wenden!



Folgende Aufgaben dienen der Wiederholung der bisherigen Themen. Die-
se Auswahl hat selbstverstandlich keinen Anspruch auf Vollstandigkeit! Die
erreichten Punkte werden Ihnen als Sonderpunkte gutgeschrieben. In einer
Zentralibung am Freitag, dem 1.7., um 14 Uhr c.t. wird die Losung dieser
Aufgaben vorgerechnet.

Aufgabe 39 (3* Punkte)
a) Definieren Sie ein Dynkin-System, eine Algebra, einen Ring und eine o-Algebra.

b) Es seien P und Q WahrscheinlichkeitsmaBe auf (£2,.4). Ay sei eine Algebra tiber
mit o(Ag) = A. Zeigen Sie

P(A) <Q(A) fir alle A € Ay = P(A) =Q(A) fiir alle A € A.

Aufgabe 40 (3* Punkte)
Es seien (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und & C A ein Mengensystem. & heifit
P-trivial, falls P(A) € {0,1} fir alle A € &. Zeigen Sie:

a) Ein P-triviales Mengensystem ist von jeder o-Algebra § C A unabhéngig.
b) Ein Mengensystem, das von sich selbst stochastisch unabhéngig ist, ist P-trivial.
¢) Fiir zwei Mengensysteme &; C &, C A gilt:

&1, &, sind stochastisch unabhangig <= &, ist P-trivial.

Aufgabe 41 (3* Punkte)

a) Es seien X; und X, stochastisch unabhéngige ZufallsgroBen mit PXi = R(0,1),
1 = 1, 2. Bestimmen sie eine A-Dichte von X;+ X, und skizzieren Sie diese. Berechnen
Sie aus dieser Dichte das erste und das zweite Moment von X; + Xs.

b) Es seien X, X5 stochastisch unabhingige Zufallsgrofen mit PX1 = Exp();) und
PX2 = Exp(),). Bestimmen Sie die Verteilung von min(X7, X3) und max(X;, X5).

Aufgabe 42 (3* Punkte)

a) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit des star-
ken Gesetzes der groflen Zahlen (Etemadi) an. Auf welche Ungleichung beruht der
Beweis des schwachen Gesetzes der groflen Zahlen? Geben Sie diese an.

b) (X,)nen sei eine Folge stochastisch unabhéngiger, R(0, 1)-verteilter ZufallsgroBen.

Zeigen Sie:
n 1/n 1
<H Xk) Tgo - P-s.
k=1 €



Aufgabe 43 (3* Punkte)

a) Definieren Sie fast sichere Konvergenz, stochastische Konvergenz, Verteilungskon-
vergenz und LP-Konvergenz, p > 1.

b) (Xu)nen, und (Y, )nen, seien reelle Zufallsvariablen und X,, — X fiir n — oo in
Verteilung. Zeigen oder widerlegen Sie:
(i) Y, — Y in Verteilung = X,, +Y,, — X + Yp in Verteilung.

(i) Y, — Yy =a € R in Verteilung = X, +Y, —» Xo+Yyund X,, - Y, — X - Yp
in Verteilung.



