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Aufgabe 1: 6 Punkte

Ein Aktienpreisprozess (St) erfülle die stochastische Differentialgleichung

dSt = St(µ(t)dt+ σ(t)dWt)

mit Anfangswert S0 = x, wobei µ, σ deterministische messbare Funktionen der Zeit sind
mit σ(t) > 0 für alle t ≥ 0 und

∫ t
0
|µ(s)|ds < ∞,

∫ t
0
σ(s)2ds < ∞ für alle t ≥ 0. Weiter

nehmen wir für ein Geldmarktkonto eine Entwicklung der Form

β(t) = exp(

∫ t

0

r(s)ds)

für alle t ≥ 0 an, wobei r eine deterministische zeitabhängige Zinsrate darstellt.

1. Geben Sie eine Lösung für den Aktienpreisprozess an.

2. Führen Sie bei festem Zeithorizont T > 0 einen Maßwechsel zu einem äquivalenten
Martingalmaß P∗ durch. Dies bedeutet, dass bezüglich P∗ der Aktienpreisprozess
die stochastische Differentialgleichung

dSt = St(r(t)dt+ σ(t)dW̄t)

erfüllt mit einem Wiener-Prozess W̄ bezüglich P∗.

3. Bestimmen Sie den Preis einer Calloption mit Laufzeit T . Berechnen Sie also

E∗ (S(T )−K)+

β(T )
.

Aufgabe 2: 6 Punkte

Wir betrachten ein Black-Scholes Modell mit Volatilität σ, Anfangskurs x > 0 und Zins-
rate r > 0 bezüglich des äquivalenten Martingalmaßes P∗. Es gilt also

St = xert exp(σWt −
1

2
σ2t), t ≥ 0

mit einem Wiener-Prozess W bezüglich P∗. Zeigen Sie:

1. Für 0 ≤ t ≤ T und α > 0 ist

E∗(exp(−rT )SαT |Ft) = xαe(α−1)T (r+ 1
2
ασ2) exp(ασWt −

1

2
(ασ)2t).



2. Für α > 0 gilt
E∗e−rTSαT = xαe(α−1)T (r+ 1

2
ασ2).

3. Der arbitragefreie Anfangspreis p(C) des Claims, der zum Zeitpunkt T die Auszah-
lung

C = (SαT −K)+

liefert, ist gegeben durch

p(C) = xαh(T )Φ

(
log xα

K
+ αT (r + σ2(α− 1

2
))

ασ
√
T

)
−Ke−rTΦ

(
log xα

K
+ αT (r − 1

2
σ2)

ασ
√
T

)
mit h(T ) = e(α−1)T (r+ 1

2
ασ2).

Hinweis: p(C) = E∗e−rT (SαT −K)+.

Aufgabe 3: Hull-White Prozess 4 Punkte

Bestimmen Sie eine Lösung der folgenden stochastischen Differentialgleichung.

dXt = θ(t)(µ(t)−X(t)) + σ(t)dWt

mit Anfangsbedingung X0.

Hierbei seien θ, µ, σ stetige Koeffizientenfunktionen mit σ(t) > 0 für alle t ≥ 0.
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