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Aufgabe 1: 4 Punkte

Sei (Ω,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Ft)t≥0 eine Fitration auf Ω. Zeigen Sie,
dass für eine integrierbare Zufallsvariable Y der stochastische Prozess

Xt = E(Y |Ft), t ≥ 0

ein gleichgradig integrierbares Martingal bildet mit

lim
t→∞

Xt = E(Y |F∞).

Aufgabe 2: 4 Punkte

Ist der Wiener-Prozess ein gleichgradig integrierbares Martingal?

Ist

sup
t≥0

exp(pθWt −
1

2
pθ2t) <∞?

Hierbei sei θ ∈ R, p > 1 und W ein Wiener-Prozess.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Sei (Wt)t≥0 ein Wiener-Prozess und für a < 0 < b sei die Stoppzeit τ definiert durch

τ = inf{t ≥ 0 : Wt = a oder Wt = b}.

Definiere den stochastischen Prozess X durch

Xt = Wτ∧t

für alle t ≥ 0.

Zeigen Sie, dass X ein gleichgradig integrierbares Martingal ist.

Was ändert sich, wenn Sie die Stoppzeit τ durch die Stoppzeit

σ = inf{t ≥ 0 : Wt = b}

ersetzen?

Aufgabe 4: 4 Punkte

Zeigen Sie, dass Modifikationen von cadlag Prozessen nicht unterscheidbar sind.
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